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Abbildung 1.1: Beispiel fiir einen Weg im Variationsverfahren

1.5 Euler-Lagrangesche Variationsgleichungen

In diesem Abschnitt wollen wir uns aus einem Grund, der erst etwas spéter deutlich werden
wird, mit Variationsproblemen befassen. Wir werden dazu zunéchst ein einfaches Beispiel
betrachten, an dem wir die Problemstellung verdeutlichen wollen und das prinzipielle
Vorgehen. In diesem Beispiel wollen wir verifizieren, dass die kiirzeste Verbindungslinie
zwischen zwei Punkten durch die Verbindungsgerade zwischen diesen Punkten gegeben ist.
Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, dass diese beiden Punkte in
dre x —y Ebene liegen und zwar, wie in der Abb. 1.5 skizziert P, am Koordinatenursprung,
also 1 = y; = 0, und P, mit den Koordinaten x5 = 1, yo = 0. Wir wollen nun zeigen,
dass der kiirzeste Verbindungsweg von P, nach P, durch die Verbindungsgerade gegeben
ist, die ja durch die Funktion

yo(z) =0, (1.80)
beschrieben wird. Dazu betrachten wir die Konkurrenz aller moglichen Funktionen, die
durch die Punkte P, und P, gehen (siehe auch Abb. 1.5)

Yao(z) = yo(x) + an(zx). (1.81)
Dabei ist « eine reelle Konstante und 7(x) eine beliebige Funktion mit
n(0) =n(1) =0. (1.82)

Wir werden dann zu zeigen haben, dass fiir jede dieser Funktionen n(z) der Ansatz (1.81)
den kiirzesten Weg liefert, wenn a = 0 ist. Nehmen wir also mal als Beispiel die Funktion

n(z) =2* -z, (1.83)

die natiirlich die Bedingung (1.82) erfiillt. Die Linge des Weges, der durch eine Funktion
y(x) definiert ist kann man berechnen durch das Integral

S = ds—/ \/M—/ 1+< )d (1.84)
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Setzen wir nun in die Definition von y,(z) in (1.81) die Funktion n(z) aus (1.83) ein, so

ergibt sich mit
dy 9
— =20z — «
dx

fiir die Liange des Weges nach (1.84)

S(la) = /Olda: \/1+(2ax—a)2

B \/1+a2+iln Vi+a?+ o
- 2 4o VitaZz—a)

Die Berechnung dieses Integrals ist nicht trivial. Man kann sich dann davon iiberzeugen,
dass diese Linge des Weges in der Tat minimal wird, wenn der Parameter o den Wert
0 annimmt. Damit haben wir also auf doch recht miithsame Weise gezeigt, dass alle Mo-
difikationen des geraden Verbindungsweges fiir die spezielle Form 7(z) aus (1.83) nur zu
einer Verlingerung des Weges filhren. Wir kénnen uns also jetzt eine andere Funktion
n(z), die (1.82) erfiillt ausdenken und die gleiche Prozedur wiederholen.

(1.85)

Man sieht natiirlich schnell ein, dass dieses Verfahren, den kiirzesten Verbindungsweg zu
finden nicht sehr geeignet ist: man muss ja schliesslich alle moglichen Funktionen n(x)
untersuchen. Die Absicht dieses Beispiels war es auch nicht einen effizienten Algorithmus
fiir ein solches Optimierungsverfahren vorzufiihren, es sollte vielmehr dazu dienen, die
folgenden Uberlegungen durch dieses konkrete Beispiel zu veranschaulichen.

Wir werden deshalb eine andere Methode entwickeln um Variationsprobleme zu l6sen vom
Typ, dass die Funktion y,(z) zu finden ist fiir die das Integral

T1

J(Ya) = /w f(Yas Yo, @) d, (1.86)

0

ein Extremum ist. Wir sehen, dass das bereit diskutierte Beispiel von (1.84) einen Spezi-
alfall darstellt, bei dem die Funktion unter dem Integral

Flo o) = |1+ (222)
ya7ya7 d.’I,‘

nur von der Ableitung
' _ Wa
Yo = s

nicht aber von der Funktion selbst oder der Integrationsvariablen abhiingt. Bei diesem
Variationsverfahren sollen alle Funktionen y, () beriicksichtigt werden, die von der Form
(1.81) sind mit

n(zo) =n(z1) =0, (1.87)
die Werte der Funktion am Anfangs- und Endpunkt der Integration sollen also fest vorge-
geben sein. Eine notwendige Bedingung dafiir, dass J(y,) ein Extremum ist, ist gegeben
durch

% =0 = . %f(ya,y'a,:r)dx

w (Of Oyo , Of Oy,
= @ ; 1.
/mo <8ya da oy, aa> d (1.88)
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Aus dem Ansatz (1.81) fiir die Funktionen y,(x) ergibt sich

e

D)
: o I
() = 5yt
oy, on '
B L . 1.
Vo o 00 si(a) (1.89)
Setzt man diese Ergebnisse in (1.88) ein, ergibt sich
w (Of of
= — dz . 1.
0 (LO (aya”*‘ay3"> x (1.90)

Den zweiten Summanden unter diesem Integral bearbeiten wir nun mit Hilfe der partiellen
Integration

" m g Qf

nofdy _ Of

Of dn , _
w0 Oypds By
0

ndx .

Dabei ist der erste Term auf der rechten Seite dieser Gleichung identisch null, da ja
wegen (1.87) die Funktion 1 an den Grenzpunkten des Integrals verschwindet. Mit diesem
Ergebnis ergibt sich aus (1.90)

= (of dof ,
0—/wo (a—ya—%ay,n>n(az)da¢. (1.91)

Dies muss fiir alle Funktionen 7n(z) gelten, also insbesondere auch fiir Funktionen, die
iiberall identisch null sind bis auf einen beliebigen Wert Z aus dem Integrationsintervall
[0, z1]. Das ist aber nur dann méglich, wenn fiir die gesuchte Funktion y, = y gilt

die Euler-Lagrangesche Variationsgleichung

fiir allex € [xg, 1] -

Als erste Anwendung betrachten wir den bereits oben diskutierten Fall mit

fly: 9 2) =1+ (y)°
Die Anwendung der Eulerschen Variationsgleichung liefert

of _odof _d_y
oy  dxdy  dx1+y?’
Dies bedeutet, dass 3’ als Funktion von z eine Konstante ist, die wir mit a bezeichnen.

Daraus ergibt sich
Yy =a = y(x) =ax+b.
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Abbildung 1.2: Skizze zum Brachistochronen Problem

Die Konstanten a und b miissen so gewé#hlt werden, dass die Randbedingungen y(0) =
y(1) = 0 erfiillt werden, was natiirlich zu der erwarteten Losung (1.80) y = 0 fiihrt.

Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass entsprechende Gleichungen auch gelten, wenn
wir ein Variationsverfahren betrachten, in dem mehrere Funktionen y;(z) fir i = 1...n
optimiert werden sollen. In diesem Fall haben wir also das Variationsproblem, dass wir
die Funktionen y;(x) bestimmen wollen, die an den Grenzwerten fest vorgeben sind

Yi(z0) = Yio und yi(z1) = yar firi=1...n, (1.93)

und fiir die gilt, dass
x1
J:/ Fiee Yn, ¥y Y, ) d, (1.94)
o

ein Extremum ist. Dies fiihrt zu n Euler-Lagrange Gleichungen vom Typ (1.92) der Form
— — —=5=0. (1.95)

Der Beweis erfolgt analog zu dem eindimensionalen Fall, wobei man unabhingige Varia-
tionen 7;(z) fiir die einzelnen Funktionen betrachtet.

1.5.1 Brachistochronen Problem

Als weiteres Anwendungsbeispiel betrachten wir das Problem der Brachistochrone.! Dabei
stellt man die Frage: Auf welcher Bahn y(x) gelangt ein reibungslos gleitender Massen-
punkt unter dem Einfluss der Schwerkraft am schnellsten von Punkt P; mit (zq,y;) =
(0,0) nach P, mit den Koordinaten (z3,y2)? (sieche auch Abb. 1.6). Dabei soll die Masse m
ihren Weg mit der Startgeschwindigkeit v = 0 beginnen. Der obere der beiden in Abb. 1.6

IDer Name Brachistochrone hat seinen Ursprung in der griechischen Sprache und bedeutet so viel wie
in kiirzester Zeit
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skizzierten Wege ist offensichtlich kiirzer als der untere. Dafiir wird die Masse aber auf
dem unteren Weg durch die Beschleunigung g eine groflere Geschwindigkeit erreichen. Die
Frage ist also auf welchem Weg sind Weglénge und Geschwindigkeit so optimiert, dass die
Zeit minimal wird.

Zur Beantwortung dieser Fragen berechnen wir die Zeit, die Masse m auf einem bestimm-
ten Weg benétigt zu

P
J = dt =

Py

Py 22 /T + 2
/2 S:/ VY (1.96)
P o v(z)

Dabei haben wir die Differenzialform fiir die Zeit, dt, ersetzt durch den Quotient aus
dem Wegelement ds und der aktuellen Geschwindigkeit v der Masse m. Bei der letzten

Gleichung wurde ds entsprechend (1.84) substituiert.

Zur Bestimmung der jeweiligen Geschwindigkeit v betrachten wir die Energiebilanz der
Masse m als Summe der jeweiligen kinetischen Energie und der potenziellen Energie im

Schwerefeld der Erde

2

E=§mv —mgx =0.

Wegen der Anfangsbedingung v = 0 und = = 0 ist diese Energie auf £ = 0 normiert.
Diese Gleichung kann nun aufgelost werden nach

v(x):@.

Setzt man das Ergebnis in (1.96) ein so ergibt sich das zu minimierende Integral in der
Form
To 1+ y/2
J= / VoY
0 v2gzx
Der Integrand hingt also in diesem Fall von der Ableitung y' und der Variablen z ab,

nicht aber von y
VTP

fy,z) = T (1.97)
Die Euler-Lagrange Gleichung (1.92) liefert also
of _y_49f
oy dx 0y'’
was bedeutet, dass die Ableitung 0f/0y" eine Konstante (unabhéngig von z ergibt
of 1 v ! (1.98)

o V2 Vivy® 224

wobei der letzte Ausdruck die Konstante ist, die wir hier etwas kompliziert definiert haben.
Diese Gleichung kénnen wir umformen zu

y"” 1
I+y?)z 20
o x s
v 2a<1_%)_2ax—x2
' dy x

(1.99)
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Abbildung 1.3: Zykloide als Lisung des Brachistochronen Problems

Diese letzte Gleichung kénnen wir integrieren

Py
L 4y =y(@2) —y(0) / m
Zur Berechnung des Integrals benutzen wir die folgende Sustitution

z = a(l—cosb) (1.100)

dx
de = @de = asinf,

was uns fiihrt auf

y = /92 2(1 — cos ) sin &0
\[2a2 — 2a?cosf — a?(1 — cosh)?
= / a(l — cosf) df
0
= a(f—sind) . (1.101)

Die mit (1.100) und (1.101) parametrisierte Bahnkurve, die sogenannte Zykloide, ist in
Abb. 1.7 fiir den Fall @ = 1 dargestellt. Die Konstante ¢ muss nun so gewihlt werden,
dass diese Bahnkurve den Endpunkt P, erreicht.



