7 Die Hamilton-Jacobi-Theorie

Ausgearbeitet von Rolf Horn und Bernhard Schmitz

7.1 Einleitung

Um die Hamilton’schen Bewegungsgleichungen

. 0H(q,p)
G = ———
Opr,
. 0H(p,q)
pr = ——a
Iqr,

zu vereinfachen, fithrten wir die kanonischen Transformationen ein. Durch
diese wurden die alten Orte und Impulse durch neue Orte und neue Impulse
ausgedriickt, derart dass

p = pr(a,B) und
@ = qe(a,B) und
H(p,q) — H(ple,B),q(a, 8)) — H(a,3) mit
_OH(a, ) = ¢ und
OBk
OH (a, 3) :
e Bk

Ziel dieses Kapitels ist es, zu der alten Hamiltonfunktion, die von den alten
Orten und alten Impulsen abhéngt, eine erzeugende Funktion S(g, ) zu kon-
struieren, die sie in eine neue Hamiltonfunktion, die nur noch von den neuen
Impulsen abhéngen soll, kanonisch transformiert, d.h.

H(p(a, ), (e, 8)) = H(a)

7.2 Die Hamilton-Jacobi-Theorie fiir nicht explizit zeitabhingi-
ge Hamiltonfunktion

Fiir dieses H () muss dann gelten
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Q= — 96, = 0 = aj = const.
. OH
O, = () = const. =y, nur Fkt. von o
80%
= ﬁk = Yt + 5k
wobeid, = const.

Finden wir also die erzeugende Funktion S(q, «), die H(p, q) auf H(«) trans-
formiert, so sind die neuen Impulse Konstanten der Bewegung; die neuen Or-
te dndern sich nur linear mit der Zeit (“kréftefreie Bewegung). Wir suchen
nun die erzeugende Funktion S(g, «). Aus dem vorherigen Kapitel wissen wir,
dass fiir S(q, @) [zeitunabhéingig| gelten muss:

0S(q, @)

gy,

5 = 0S(q, @)

80%

Einsetzen fiithrt dann zu

Hipa) = 1(E ) — (o) = Bl

Dies ist die Hamilton-Jacobi-(Differential) Gleichung fiir den zeitunabhéngi-
gen Fall. Aus dieser Differentialgleichung ldsst sich dann S(q, ) bestimmen.

Die physikalische Bedeutung von S:
Wir bilden die totale Ableitung von der Zeit von S. Es ist
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d ~(0S .  0S .
%S@?O‘) = ;{a—qk%‘i‘@&k}

= > (wde + Brce)

k=1
(und wegen ¢, =0) = Zpkélk
k=1

*L IL .

k=1

Integration iiber die Zeit liefert dann

to
S:/ 2T dt =W

t1

Es ist also S(q, a) identisch mit dem Wirkungsintegral.

7.3 Die Hamilton-Jacobi-Theorie fiir explizit zeitabhingi-
ge Hamiltonfunktion

Es gilt
E = H(p,q,t)
Sei
p = —E
@ =t

Wir definieren nun

k= H(px, @, q0) +po =0
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In diesem Fall suchen wir nun eine erzeugende Funktion .S, die auch von den
Koordinaten mit dem Index 0 abhéngt.

S(qr>0, k>0, P0; ) = Slqe,ax) (k=0,1,...,5)

Wegen

05(q, @)

8qk Pk ( 07 ) 78)

und Einsetzen in « folgt

95(q, @) 9S(q,)

H( D >Qk>OaQO)+ a0 = 0 oder
95(q, ) 95(q, @)

H( gy 90t + =5 = 0

Dies ist die Hamilton-Jacobi-(Differential) Gleichung fiir den zeitabhéngigen
Fall.

Die physikalische Bedeutung von S(gx~0, @x>0, 1, @):
Hierzu bilden wir das totale Differential von S nach der Zeit. Es ist

dS( ) — imdk+m%

dt oy, gk
. L 0S(q, ) .
wegen o, = 0) = —_—
( g k ) kZ_O Aar qk
_ 285 ¢.a),  95(¢,0) 9q
5‘% dq0  Oqo

(wegenpy = —-F=—-H) = 2I'— H
(wegenH=T+U) = 2I'-T-U



Es ist also die totale Ableitung von S(qx>0, k>0,t, ap) identisch mit der
Lagrange-Funktion. Integration iiber die Zeit liefert dann die Wirkung S:

to
5= / Lig, d)dt

t1

7.4 Die Hamilton-Jacobi-Gleichung als Grenzfall der
Schrodingergleichung in der Quantenmechanik

Fiir ein Teilchen im Raum mit der potentiellen Energie U(g) und dem Impuls
p lautet die Hamiltonfunktion wegen £ = H

p2

H(p,q) = %+U(Q)

In der Quantenmechanik geht in Cartesischen Koordinaten der generalisierte
Impuls p iiber in

h o
(fﬁ_q)
Einsetzen in H (p, q) fithrt zu
h* 0?
T omog +U(q)|v(q) = E¥(q) (101)

Dies ist eine Differentialgleichung zur Bestimmung von 1(q). Substitution
Y = /" (S von ¢ abhiingig)! Es ist

0q? dq
_ 1O e 1 (5’_5)261-%
h 0q¢? h2\ Oq

0 Gis/n 9 (;g_jeism)

Einsetzen in (101) und Division durch /" fiihrt dann zu
1 /0S\2 h &*S

—=—) —=——==+U(q)=F 102

2m ( dq ) 2m 0q? +Ul) (102)
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Fiihrt man nun den Grenziibergang zur klassischen Physik durch (A — 0),
so geht (102) in

1 /05\2

— = Ul =FE

2m ( dq ) +U(g)

die Hamilton-Jacobi-(Differential) Gleichung iiber.

Der Grenziibergang klassische Mechanik zur Quantenmechanik geht nicht, da

die klassische Mechanik zwar ein Grenzfall der Quantenmechanik ist (A — 0),
aber nicht umgekehrt!

7.5 Beispiele zur Hamilton-Jacobi-Theorie (zeitunabhingig)

a) Der 1-dimensionale harmonische Oszillator:
Zunéchst diskutieren wir den 1-dimensionalen Fall mit beliebigem Po-
tential U(q). Somit gilt fiir die Hamiltonfunktion

H(p,q) = %JrU(Q)

und damit lautet die Hamilton-Jacobigleichung

%(%‘zf“))ﬁmq) —F

Beim 1-dimensionalen Oszillator ist F die einzige Konstante der Bewe-
gung. Da « (der neue Impuls) ebenfalls Konstante der Bewegung sein
muss, setzen wir

E

«

(Beim zeitunabhéngigen Fall ldsst isch immer ein a4, gleich E setzen.)
Somit erhalten wir

() e -

2mao
= (102 Slg.a) = [ Voma- U@
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Da g = % folgt hieraus

1027 :/qo Tt 0@)

Wegen der Hamilton’schen Bewegungsgleichungen ist aber auch

B B 8H(a)_8_E_8_a_
N oo Oa  Oda
=B = t—t (103)

Unser Ziel ist es nun, die neuen Koordinaten in die alten Koordinaten
zuriick zu transformieren, damit wir die Bewegung in p(f) und ¢(t)
darstellen konnen.

pt) = LS(@%@

(wegen 1) = /2Zm(a —U(q)) = Zm(E —U(g)) ~ (104)

Aus (102) und (103) folgt

(105)

ity = ! m dé
o / V2m(E —u(@)

Um diesen Ausdruck naher zu bestimmen, gehen wir nun zu dem spe-
ziellen Fall des harmonischen Oszillators mit U(q) = %ozq2 iiber und
erhalten aus

(104) p(t) = \/Qm(E - %aq2) und aus

(105) t—to = dq

/‘q m
q0 \/27”/(}; — %(162)
Ausfithrung des Integrals fiihrt zu
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m ) a
t—1ty = Earcsm ﬁq

und somit

ot) = 22 s NEYas

und damit

p(t) = V2mE cos \/% (t —to)

Dies ist die wohlbekannte Losung des harmonischen Oszillators.

Der 3-dimensionale anisotrope harmonische Oszillator
Hier ergibt sich die Hamilton-Funktion zu

3
bi a;
H(p,q) = Z (% + 5%2)

fithrt dies zur Hamilton-Jacobi-Gleichung

23: { (25)2 + maiqf} =2mE(w;)

i=1
Um diese Differentialgleichung zu l6sen, machen wir folgenden Separa-
tionssatz
S(a, @2, 43, 1, 2, 3) = Si(qu, @) + S2(g2, @) + S3(gs, )
Einsetzen in die Hamilton-Jacobi-Gleichung fithrt dann zu
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i [(%ﬁzj;&)y + maiqﬂ =2mE(a;)

i=1

Da die Funktionen S;(g;) von verschiedenen Variablen abhéngen, miissen
die einzelnen Summanden konstant sein:

(M) + maig?
dq;
Setze daher
05le0) | gt = 2ma
9q;
3
mit F = Zai

Damit erhalten wir drei unabhéngige lineare Oszillatoren und wegen
Beispiel (a) somit die Losungen:

W) = /2w [ -

pilt) = \/Mcos\/%(t—to)
(i = 1,2,3)

¢) Teilchen im homogenen Schwerefeld:
Gegeben: homogenes Schwerefeld in negativer z-Richtung mit

i ZTo
Y = Yo fiirt = to und
z 20
Pz Pz
p=1 py = Dyo firt =t
V2 Pz
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Fiir die Hamiltonfunktion ergibt sich

PPt p
2m

H

+ mgz

wegen

8537;34;2704704704 .
Dy = ( 8:101 2, 03) (fiir py, p. analog)

ergibt sich die Hamilton-Jacobi-Differentialgleichung zu

(52 ()" (32 -

Diese Differentialgleichung versuchen wir wieder durch einen Separati-
onssatz zu losen. Es sei

S = S5i(z) + Sa(y) + S3(2)

so folgt

(%)2 + <%—§2)2 + (%)2 +2m?gz = 2mE(a) (106)

Da wir wissen, dass die Impulse in z-Richtung und y-Richtung und die
Energie Konstanten der Bewegung sind, setzen wir

05,

8—56 = 01 = Pz = Pxy <107>
0S5,
8—y = Qg =Py = Py, (108>

und E = ag, damit aus (106)
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oS
323 = :i:\/Qm (a3 — mgz) —a? — a3 (109)
aus (107) folgt Si(z) = / a1d = ay(x — x9)
zo
y
aus (108) folgt Sa(y) = / andy = as(y — Yo)
Yo
aus (109) folgt S3(z) = / \/Qm (a3 —mg2) —a? —a3dz

Hiermit bestimmen wir die j;:

N ~1/2
h= Z 8041 = (#=20) ]F/ ™ {Qm(% —mgz) — ai — ag] (1Y)

| B ~1/2
By = 95: _ (y—vo) F / ay l2m(a3 —mgz) —aj — @3} (11E)

< Dy o

2 ~1/2
By = Z 8(13 =+m /Z0 [2m(a3 —mgZ) — a2 — ag} dz  (112)

Aus den Hamilton’schen Bewegungsgleichungen gewinnen wir

b = _O0E _dm_

80[3 80[3 80[3
4 = 8[7(04)_8E_8043_0
2 80[2 N 80[2 N 80[2 N
= [y = const. (114)
. O0H(a) O0E Oas
ﬁl N 8&1 N 8&1 N 8&1 =0
= (4 = const. (115)



Aus (113) und (114) und (115) erkennt man, dass

(651

b = (IE—Io)—Eﬁs und

Ba = (y —yo) - %53

Mit den Anfangsbedingungen und (3 = t — t, folgt §; = o = 0 und
somit

Aus (115) und p5 =t — ty folgt aber

z —1/2
t—ty = j:m/ {Qm(ag —mgZ) —af — oé] dz
20

1 ~1/2
= :Fm—g {Qm(ag —mg?) — aj — ag]

20

Multiplikation mit mg, Einsetzen der Grenzen, Ausdruck mit unterer
Grenze 2y auf linke Seite und Quadratur der so gewonnen Gleichung
ergibt:

m*g*(t —to)> F 2mg(t — to)\/Qm(ag —mgz) — a2 — a2
+ 2m(az —mgz) — oF — a3
= 2mas —2m?gz — o? — a2
= m’g*(t—to)” F 2mg-(t— to)\/Qm(as —mgzo) — of — a3 — 2m’gz

= —2m%gz

Daraus ergibt sich dann

t—to
m

1
z— 29 = —§g(t —ty)? £ \/Qm(ag —mgz) — a3 — a3
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wobel

Ozg—ngO:E—UQZTQ

Wir betrachten nun den Wurzelausdruck:

\/QmTo—af—oz%: =/

wegenai = pi=p;
unda?2 = p? =9p?
2 Py = Py,
2 2 2
p p p
A7, = Pro o Pwo o Pz
tmato 2m+2m+2m
1/2
2 2 2
. . yu» pyo D 2 2
isty/ = [27”(%*%*%)—%‘%
= (pio—i_p?!o—i_pz'o_pzo_p?/o)lp
2 \1/2
= ()"
= |pzo|

Die tabellarische Ubersicht der gewonnen Ergebnisse

1
2—2 = —ag(t—to)2+pzo/m(t—t0)
Dz
— = —(t—t¢t
X Zo m( 0)
p
Y—Y% = Ey(t —to)
P = a1 = const
py = Qg = const.

zeigt, dass das die Bewegung einer Wurfparabel ist.

d) Teilchen unter Einfluss einer konservativen zentralen Kraft:
Zur Aufstellung der Hamiltonfunktion in Polarkoordinaten bendotigt
man die Impulse. Man erhélt sie aus der Lagrangefunktion

L(g,q) = T-U
1 .
= §m(7'“2 + 7r29% + r? sin® 9p?) — U(r)

177



damit folgt fiir die generalisierten Impulse

_ 0L _
pro= o =M
oL .
= — TQ9
T
L
Dy = g_gb:mTQ sin® 9o = J,

Fiir die Hamiltonfunktion ergibt sich somit

v D v}
H==—"= L U
2m + 2mr? + 2m, sin? Yr2 +U(r)

Da es sich um ein Zentralpotential handelt, ist das Problem eben. Wir
legen die x-, y-Ebene in diese Bewegungsebene, d.h.

19:

S ol

v =
Daraus folgt fiir die Hamiltonfunktion

_ L
2m  2mr?

H

+U(r)=F

Dies fithrt dann zur Hamilton-Jacobi-Gleichung

+2mU(r)

6S(r,g0,a1,a2)]2 N 1 [85(7“, ©, a1, 02)72

2mb = [ or 2 Op

r

Wir machen wiederum einen Separationssatz:

S = Siy(p)+Si(r) und es folgt
851 (Ta g, aQ)i|2 + i [632 (SD7 Qq, Oég)

2
2
5 B +2mU(r)

2mE = 2
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Konstanten der Bewegung sind hier die Energie F¥ und der Drehimpuls
in z-Richtung J, = p,. Wir setzen daher

O[lEE

Es ist aber:

(mit der Anfangsbedingung ¢y = 0)
Daraus folgt dann

0877 1
2may = [W] + a3 +2mU(r)
051 OZ%

T 042
S = / 2m(a + U(7)) — 2 a7

Bestimmung von [s:

ﬁ2:8(51+52> :go_'_/ _ —Q _ . dF
dory w 72y/2m(aq — U(F) — a2 /r?

Zur Berechnung spezialisieren wir nun auf das spezielle Gravitations-
potential U(r) = —2. Es folgt dann durch Substitution 1 =z

p du
wo \/2m(ay +yp) — ajp?

Ba =@+ g

Ausfithrung des Integrals fiihrt zu
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p—my/J? }

7T .
Y — [y — = =uarcsing —
2 m21 + 2mE

7 72
mit p = % folgt
r(p) = Jf/mfy
)= 1+ e cos(p — o)
) 2EJ,
mit:e; = 1+ o

Dies ist die bekannte Losung des Problems:

ein Kegelschnitt!
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