6 Die kanonischen Bewegungsgleichungen

Ausgearbeitet von J. Pfeiffer und W. Gebel

6.1 Die Hamilton’schen Bewegungsgleichungen

A) Wiederholung und Motivation neuer Bewegungsgleichungen:
An den Anfang unserer Betrachtungen hatten wir die Newton’schen
Gesetze gestellt. Bei ihnen war die Bewegungsgleichung als Lex secunda
explizit formuliert:

pr=F,

Um auch Systeme mit Zwangsbedingungen behandeln zu kénnen, fiigten
wir das D’Alembert’sche Prinzip

—

N o~
Z F67 =0
=1

hinzu. F hief Zwangskraft, und F’Z setzte sich nunmehr aus F ; und F;W
zusammen, wobei F)V eine Wechselwirkungskraft war.
(.= Y 4 F)

Durch das D’Alembert’sche Prinzip lielen sich die Zwangskréifte be-
rechnen:

iS]

—

F==Y \uVi-Gulf,...,7y)

m=

—_

Hiernach fanden wir, dass sich mechanische System (“mechanisch® hie-
Ben solche System, fiir die das D’Alembert-Prinzip gilt) ebenso durch
das Hamilton’sche Prinzip beschreiben lassen

to
5/ Ldt = 0
t1
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wobei L eine Funktion der generalisierten Orte und Geschwindigkeiten
war.

und wie sich herausstellte:

L(qk, r) = T(qr, 4x) — U(qw)

Dabei folgte das Hamilton’sche Prinzip aus dem D’Alembert’schen zusétz-
lich Newton’schen Gesetzen. Die so genannten Lagrange’schen Bewe-
gungsgleichungen, die aus dem Hamilton’schen Prinzip folgten, haben
sich als sehr leistungsfihig erwiesen.

Beide Formalismen fiihrten auf Bewegungsgleichungssysteme aus Diffe-
rentialgleichungen 2. Ordnung. Bei Lagrange II waren es genau s-Stiick.
Es kann nun manchmal von Vorteil sein, statt s Differentialgleichungen
2. Grades 2s Differentialgleichungen 1. Grades zu haben. Prinzipiell ist
dieser Schritt immer moglich durch einen kleinen Trick:

Wir hatten L(gx, k). gx und ¢ sind nicht unabhéngig voneinander. Wir
benennen nun ¢ um in r; und sehen 7 als unabhingig an:

Gk — Tk
L(gr, qr) — Llqw,7s)
a <3L(Qk7 'f’k)) _ OL(gk; 1)

=0
dt 6r k 8q}c

Hinzu kommt dann noch:

qr =Tk
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Das sind 2s Differentialgleichungen 1. Ordnung. Da wir 7, als un-
abhéngig betrachten, betrachten wir jetzt die Bahnkurve im 2s-dimensionalen
Konfigurationsraum. Diese Methode hier ist natiirlich vom Physikali-
schen her trivial, es wurde ja mehr oder weniger nur umbenannt. Sie
sollte die prinzipielle Moglichkeit der Umwandlung von s Differential-
gleichungen 2. Ordnung in 2s Differentialgleichungen 1. Ordnung zei-

gen. Wir wihlen im Folgenden einen Weg, der physikalisch etwas ergie-

biger ist.

B) Hamiltonfunktion und Hamilton’sche Bewegungsgleichungen:
Von Kapitel 2 kennen wir noch die Definition des generalisierten Im-
pulses:

Pk -
gy,

Definition 1:
Ein mechanisches System habe s Freiheitsgrade. Dann heifit

H(qepr) = > it — Lgr, dr)
k=1

die Hamiltonfunktion des Systems.

Bemerkungen:

a) Mittels py = %{;f’.’“) ist ¢ zu eliminieren, so dass H tatséachlich
H(qk, pr) ist.
b) Man betrachtet g, und py als die unabhéngigen Variablen.

¢) Wir beschrinken uns auf Systeme, wo H nicht explizit von der
Zeit abhingt, also %—Ij = 0 ist. Man sieht aus der Definition, dass
oL

das gerade dann der Fall ist, wenn auch 77 = 0 ist.

Herleitung der Hamilton’schen Bewegungsgleichungen:
Dazu sei noch kurz an die Definition der Variation einer Funktion er-
mnert:

)

8y

) = [(Z+07) = /(

8y

5f(
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wobei 0% sehr klein, aber # 0. Daraus folgt:

Bemerkung: Gleichheitszeichen richtig!
Begriindung: sieche Variationsrechnung.

Es gelten &hnliche Rechenregeln wie beim Differenzieren. Nach Defini-
tion 1 gilt:

OH (qr, pr) = 5(28:2%% — L(qr, Qk))

k=1
a)
0 < Zpk% — L(gx, Qk)>
k=1
- . “~ 0L oL _.
= ) (pr - 0de + Gr - Opr) — (— Oqe + A 5(]k>
k=1 k=1 an‘ 8%
nach Lagr. Bewgl. = Z(pk5(ik + qropr) — Z(pk5Qk + Pk - Oqi)
k=1 k=1
= > (d0pr — Priqr)
k=1
b)
—~ (OH OH
(qx, Pr) ; (&jk Ak e Pk)
—~ (OH oH -
= ——0qr + 0 - 0Pk — Prd
£ <0qk Ik T pk) ;(Qk P — Progr)

Die dqy, 0py sind unabhéngig. Wir wéhlen

_oH
9qi

a) dpr = dqx = 0 mit Ausnahme von d¢; = p; =
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oH

b) 0pir = dgx = 0 mit Ausnahme von ép;, = ¢; = B,

Die 2s Differentialgleichungen 1. Ordnung:

H

5 = -2 (@, Pr) o
oqy,

. OH (qk, pr)

dk —
8]%

heilen Hamilton’sche oder kanonische Bewegungsgleichungen.

Bemerkung:

Die Hamilton’schen Bewegungsgleichungen eignen sich weniger zur Losung
praktischer Probleme, als vielmehr fiir weitere theoretische Uberlegun-
gen.

Die physikalische Bedeutung von H:

H(prgr) = Y prde — Llqe, dx)
k=1

“qr — L(qr, dr)
=1

1 ..
T = 2 Zaij(Qk) “Giq;
ij
also eine homogene Funktion 2. Grades in ¢;.

S

E T 90 4k
k=1 r
= H(pkaqk) = 2T—(T_U>:T+U:Egesamt

Z aL(Qk,Qk)qk 1)

= O o

Die Hamiltonfunktion ist identisch mit der Gesamtenergie.

Satz:
Héngt die Hamiltonfunktion von der Zeit nicht explizit ab, so ist die
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Energie eine Erhaltungsgrofe.
Beweis:

s

iH(Qk(ﬂapk(t)) = Z(&_qu+8_Hpk> on

dt 1 8qk 6pk + E
= ) (—Prdr + Grpr) =0
k=1

D) Anwedungsgebiete des Hamiltonformalismus:

1. Quantenmechanik ist auf Hamiltonformalismus aufgebaut.

2. Storungstheorie ist in der Hamilton’schen Formulierung einfacher.
(Wenn Probleme - wie in der Praxis meistens - nicht exakt losbar
sind, so werden Ndherungen gemacht. Man spaltet z.B. H (qx, p)
in Hy(qx, pr)+H'(qx, pr) auf, wobei Hy(qx, px) exakt losbar ist und
H'(qk, pr) als “kleine” Storung angesehen wird.)

3. Statische Mechanik (arbeitet im “Phasenraum* pg, q).

Bemerkung:

Die Feldtheorie (relativistisch) ist auf dem Lagrange-Formalismus auf-
gebaut, da L(qy, ¢x) im Gegensatz zu H (g, px) eine relativistische In-
variante ist.

6.2 Kanonische Transformationen

A) Begriffe:

a) Eine GroBe heifit invariant beziiglich einer Transformation, wenn
sie sich bei dieser Transformation nicht dndert (z.B. ist 7 invariant
bei Galileitransformationen).

b) Eine Gleichung heifit kovariant beziiglich einer Transformation,
wenn ihre Form sich bei dieser Transformation nicht &ndert. Z.B.
sind die Lagrange’schen Bewegungsgleichungen kovariant beziiglich
einer Transformation ¢; — ¢; = Gi(q1, - - -, ¢qs), Wo ¢; neue general.
Orte sind:

139



L(Qk,gk) - L(gka(jk)

d /0L oL

o) = a5="

dt \Oqy, Gy,

c) Seien qi,...,qs, P1,--.,ps generalisierte Orte und Impulse eines
Systems. Eine Transformation der Form

@ — Q- qs)
Pe — pk<q17"'7qs7p17"'7ps)

heifft Punkttrasnformation (d.h. der Ortsraum transformiert sich
unter sich).

Bemerkung:
Auch die Hamilton’schen Bewegungsgleichungen sind kovariant
beziiglich Punkttransformationen:

Dk — QG = _k§q17---7qS)
. OH(qy, pr)
e = —F/-—
ka
P oGy,
OL(Gy, 4,
wobei p, = 7(({]“ L
oGy,

d) Der 2s-dimensionale Raum (py, gx) heifit Phasenraum.

B) Kanonische Transformationen:
Wir sehen ¢ und p; im Hamiltonformalismus als gleichberechtigte Va-
riable an. Folglich sind auch allgemeinere Transformationen von Inter-
esse, namlich Transformationen der Form:

w = qla,f



wobei oy, die neuen Impulse und 3, die neuen Orte sind.

Definition:

Eine Transformation p, = pr(«, 8); ¢ = qr(, 3) heift kanonisch, wenn
sie die Hamilton’schen Bewegungsgleichungen kovariant lésst.

Erlduterung der Definition:
sei:

P = pk<057
qx = Qk(Oé,

eine Transformation

H<pk7 Qk) = H<05k7 ﬁk)

dann heifit die Transformation kanonisch, wenn gilt:

Qo _of
T
. of
ﬁk = 87%

Beispiele fiir kanonische Transformationen:

a) Punkttranformationen

b)
@ = Foy
P = Fh

d.h. Orte und Impulse werden vertauscht, mit Minuszeichen ver-
sehen. Es gilt:

) OH . OH . OH
P = _8—%:>:Fﬁk::F8T«k:>ﬁk:87«k
. = a—Hjidk::F@idk:—@

Opr. OBk OBk
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Theorem:

Notwendig und hinreichend dafiir, dass px, = pr(c, 5) und qx = qx(a, 3)
kanonisch ist, ist die Existenz einer Funktion W (g, 3) mit der Eigen-
schaft:

oW (q, B)

Ok
_OW(g,B)
OBk

W heifit Erzeugende oder erzeugende Funktion der Transformation.

Q. =

Bewelis:

I) Aus der Existenz von W = Transformation ist kanonisch.

1. Beim Hamiltonprinzip wird die Zeit nicht mitvariiert; folglich

gilt:
dW(q,8) d B

2)

dW L OW ow
5(%) = 5(; (a—qk% 8ﬁkﬁk>>
= 5( (Prdr — Oékﬁk))
k=1
= (P - 0 + @O — g - 6Bk — By - davy)
k=1
b)

ow
5Qk+ Bl 5ﬁk>>

= dtk Pk o0qr — oy, - 5ﬁk)

| &

v

= (Pr - Oqr + Dk - O — g - 63k — g - 05
=1
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= 3 (k- 0dk + @uOpr — ard B — Brday — prdqr — Prdde + rd By + ardBy)
Son (@r0pr — Prdar — (Brdax — dd k) = 0
= S (@60pe — Proar) = Y (Bedon — dxd ;)

k

2. Wihlt man die Variation von pg, qx, ag, Ok “zusammengehorig®,
und zwar derart, dass

5pk:z<gpk5‘ Opr 5@)

9B
und
gy, oqy,
5qkzz<a S +aﬁ25ﬁ,>
so gilt:
0H(a, ) = 6H (p, q)
a)
_ *. /0H
SH(e.B) =S (225 5
(04 5) 2 <8ak oy + A ﬁk)
b)
s oH 8 .
0H(p,q) = > 4y (8 Opr + —5%) q5pk — PrOq)

H

s . X 5 8 8H
k=1 k k

) und 2) = Z <8ak day, + Zéﬁk) = ;(Bkéak — G0 0)

Da day, 00, unabhéngig:

143



= don DB
0H ,
_ g —Q
OB ‘

IT) Einschub:
Bevor wir die Umkehrung des Satzes beweisen, leiten wir zunéchst
ein neues Variationsprinzip her, das wir dann verwenden wollen.

Wir gehen von Hamilton’schen Prinzip aus:

to

t1
dqi(t1) = 0qi(t2) = 0
o = 0

k=1,...,s, wobei s die Zahl der Freiheitsgrade ist.
Wir wollen jetzt das Prinzip im Ry betrachten. Wir sehen deshalb

Gk, ¢r als unabhéngig an; um dies zu betonen, nennen wir ¢ jetzt
rx. L héngt also von 2s Variablen ab:

L= L(qka Tk)

Wir sehen ¢, i als unabhéngig an, beriicksichtigen aber die tatséachlich
ja vorhandene Abhéngigkeit getrennt in Form der Zwangsbedingung;:

Ty —qr =0

Dabei hat ¢ nicht die Bedeutung einer Variablen, sondern wird
als Zahl angesehen.

Tk—(jk(t) =0

k=1
to S
:,/ S M=+ deH)dt = 0
1 =1



Mit Hamilton:

= 5/t2 [L(qk,'r’k) + Z (=7 + Qk(t))] dt =0 (95)

t1
Berechnung von Aj:
" rOL(qx, ) OL(qy, 1) d
95 — 2. ——— =L — Ao O M- —0qr| =0
(95) = /t1 [ B qr + o Tk — Ak - 0Tk + A 7 qk]

Da ¢, rr unabhéngig, wahlen wir:

5qk = 5779 =0

AuBer or:

5Tk/(t) 7& Ofirt € [t*, t* + (5t]
5Tk/(t) = 0Ofurt §7_f [t*, t* 4+ 5t]
oL

= = )\ ) = /
D k' = Dk

Damit schreibt sich (95) als:

5/tt2 [L(qk,'f’k) + Zpk =1+ G(t) | dt =

unter Benutzung der Definition von H:

to S
= 5/ [ZPka_H(pkan)]dt:O
" =1

Bemerkung:
Dies ist ein Variationsprinzip im Ry (Variablen: py, qx; gy ist tiber
Pr = g—q.Lk zu eliminieren). Uber dieses Variationsprinzip lésst sich

folgender Satz beweisen:
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I11)

to S
5/ [Zpk(jk_H(pkan)]dt:O
" k=1

ist den Hamilton’schen Bewegungsgleichungen dquivalent. Beweis:

to s
5/ [ZPka—H(pm%)]dt =0
t1 k—1

EERS OH oOH
= / [ pk5Qk + Gk - Opr — 8—5pk — 8—k5qk>] dt =0

@/ Z( qk——}épk—{pkng—Z}éqk)dt:O (96)

Benutze dazu:

to to to
/ PROGdt = [pk&]k} — / PrOqrdt
t1 t1 t1

& g =
&S @ =

Bemerkung:

“=* folgt durch die Unabhéngigkeit von dpg, dqr, indem man
zuerst setzt: dpr = dqr = 0 bis auf ein dqg. “<=* folgt durch
Einsetzen der Hamilton’schen Bewegungsgleichungen in (96).

Beweis der Umkehrung:
Transformation kanonisch = Es existiert W (g, fr) mit den ge-
nannten Eigenschaften.

e = Prlan, By) < 5/ 2 (Z%Bk - ﬁ(ak,ﬁk))dt =0

. = qr(ow, Br) < 5/ Zpqu - H(pk,qk))dt =0

t k=1
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= Beide Integranden koénnen sich also nur um eine Funktion un-
terscheiden, bei der die Variation ihres Integrals verschwindet; die
allgemeinste Funktion dieser Art lautet:

d
—W
o (p.q, o, B)
denn
to d
1 —W dt =
/tl p (p.q, o, B) 0
da

o o O O

Durch Subtraktion der Integranden folgt dann:

S

- d
> (=B + prir) = V(P4 a.5)
k=1

mittels p, = px(aw, F) und g = g (v, B) kann man aus W(p, ¢, o, 3)
die pg und ay, eliminieren. Man hat dann W (q, ().

iw(qaﬁ) = ZS: (8W gk + @ ﬁk)

dt £\ gy, 9B
- : L OW ow .
= Z(—Oékﬁk + g = = Gk + = - Bk
k=1 k=1 (8% O )

= Z{(ak+g—g:)ﬁk + (—kar%)%}:O

Da q, 0k als unabhéngig betrachtet werden koénnen.
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oW
0B
oW
En

= ar =
= Pk =

Wir sehen p, und ¢x bzw. ap und [ als gleichberechtigte Va-
riablen an; wenn das so ist, so miisste es nicht nur Erzeugende
einer Transformation geben, die wie W) von (g, 3;) abhéngen,
sondern auch solche der Form:

Wy = Walqk, ou)

Ws Ws (D, Br)
Wy = W4(pk> Oék)

Dass dem so ist, kann leicht gezeigt werden:

a) W2(Q7 &>:
Es gelte fiir die Transformation:

» _ 8W2(q7a)
g gy,
OWs(q,

B = 5(‘1 a)
73

Auch hier ist die Transformation kanonisch, denn es sei:

Wl(qv ﬁ) = WQ(Q? O[) - Z akﬁk
k=1

dann gilt fiir Wi(q, 8):

oW, OW,

0qx Oqi, Pr
ow
9B g
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b) Ws(p, B):

Fiir eine Transformation gelte:

0w,
qr = 8pk
W —OWs
TN

Dann ist die Transformation kanonisch, denn es sei:

k

dann gilt:
oW,
gy,
oWy oW
B bk
C) W4(p7 Oé):

Fiir eine Transformation gelte:

- _8W4

qx = Opr
oW,

Br = o

Dann ist die Transformation kanonisch, denn es sei:

Wl(qv ﬁ) = W4(p7 O[) + Zkak - Zakﬁk
k k

dann gilt:

oW,

gy,
oW,

9Bk
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Bemerkung zu a):
Das durch W5 (q, )= ax B, = Wi(q, ) definierte W ist tatsdchlich
nur eine Funktion von (g, 3), denn BBTVV;: = 0! Entsprechend bei b),

c).

Beispiele kanonischer Transformationen:

1.
Wi(g,B) = Z%ﬁk
k
ow
= Py = BN = B
qk
k EXR = —Qk
2.
Wa(p,8) = > pibh
k
= q = —
= 0 = Pk
Fast die identische Transformation.
3.

Wa(q, ) = Z e Qr(q)

oWy Z . 0Qk(q)

= P =
Iqr Oqy
oWy
= O = Do = Qx(q)
“Punkttransformation“

6.3 Verschiedene Variationsprinzipien

In diesem Abschnitt handelt es sich darum, einige grundlegende Variations-
prinzipien kennenzulernen. Es sei vorher betont, dass diese i.a. nur wenig
dazu beitragen, die Losung praktischer mechanischer Probleme zu vereinfa-
chen, sondern dass ihr Wert vor allem darin liegt, theoretische Erkenntnisse
zu liefern, aus denen dann ggf. neue Formalismen zur praktischen Rechnung
abgeleitet werden kénnen.
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A) Zusammenfassung: Definitionen und Regeln in der Variationsrechnung:

Variation 67 einer Grole © € R, ist eine beliebig kleine, aber end-

liche Anderung von Z[6% = (dzy,...,0x,)] (bei Orten sog. “virtuelle
Verrtickungen®).

Ist f:Z — f(Z) € R eine (differenzierbare) Funktion von Z, so kann

eine Taylorentwicklung fiir f(#+ dZ) stets nach dem 1. Glied abgebro-
chen werden.

n 9 _
f(@+07) = £@) + Y SL@) bw = @) + 95 () -7

Unter Variation der Funktion f(Z) versteht man

flxy,20) =21 -9 = f(21,72)

:—'5$1+—'$2 = $25$1+$C1'5562

o() = hiy(@) = Sg(e)= 2 .6a

o0x
_0Oh _ Oh 0Oy
—8—y-5y(:c) = o o ox
F(zy1,29) = f(z)dx

xr1

= 0F(z1,22) = /” 0(f(x)) - de + [f(x) - 62]33

1

|

Ist ¢ die Zeit, so wird bei physikalischen Problemen immer o(
vorausgesetzt. D.h. die Zeit wird nicht variiert.

t)E 0

a
&l
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B) Wiederholung iiber das Hamilton’sche Variationsprinzip:
Als wichtigstes Variationsprinzip haben wir das Hamilton-Prinzip schon
behandelt (2.2). Wir sind wie folgt vorgegangen:

Sind die Zwangsbedingungen von der Zeit abhingig [G,, # G..(t)], so
gilt das D’Alembert’sche Prinzip: Die Summe der Zwangskrifte leistet
keine Arbeit.

> Fi-bm =0
i=1
Daraus haben wir das Hamilton’sche Prinzip hergeleitet:

Fiir ein Teilchen, das sich im s-dimensionalen Konfigurationsraum (¢ =
(q1,--.,qs)) vom Punkt 1 nach 2 bewegt, haben wir einen Referenzweg
(z.B. “B*“) derart durch virtuelle Abweichungen variiert (z.B. zu “A*
oder “C*), dass die beiden Bedingungen erfiillt sind:

B
2,1,

1t
Abbildung 67:
a)
5(]2‘ (tl) =0
D.h. die Endpunkte sind fest.
b)
0t =20

D.h. die Zeit wird nicht mitvariiert.
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Wir fanden damit das Hamilton’sche Prinzip:

to
o [ Lladyar =0
t1

Herleitung eines allgemeinen Variationsprinzips:

Es sollen jetzt die Voraussetzungen 6t = 0 und d¢;(¢;) = d¢;(t2) = 0
fallen gelassen werden und ein allgemeines Prinzip formuliert werden,
aus dem durch neue beschréinkende Bedingungen an die Variation an-
dere Variationsprinzipien gewonnen werden. Im Falle 6t = At = 0 war
(“B* sei Referenzbahn):

rip(t) + ATi(t 4+ 0) = Tic(t)
Falls 6t # 0 ist 7c(t + At) =

or;

o -0t

rig(t) + Ari(t + At) = 7ig(t) + 075(t) +

= AF(t+6t) = OF +7%- 6t

Wir betrachten das Wirkungsintegral W definiert als fttf 27dt:

to to
W = 6 / 2Tdt = / §(2T)dt + [2T5t);?
t1 t1
to
= / [5(T+U)+5(T—U)] dt + [2T6t];2
t1

to to
= / SEdt + / SLdt + [2T5t]?

t1 t1

Behandle:

n

i=1
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Abbildung 68:

to to
/ SLdt = / (T — U)dt
t1 t1t2 1 . .
= / 5<Z§mi-ri>dt—/t oU(7;)dt

1

= / Zml 7 o7 dt — /ZV U(r;) -or;dt

—F;

= [Zmi-ﬁ-aar—/tQZmﬁ%-aadt—/mD—ﬁi)-mdt
t1 i
= / Zm, rl— 5rldt+ {me ori(t )}tg

Wenn wir auch hier das D’Alembert’sche Prinzip voraussetzen, ist

t1

Z( 57’Z ZF&/’Z—O

i
also:
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to . to
/ SLdt = {me-(sri}
t1 i t

1

Setzen wir ein:

to

t2 n . t2 n .
ow = / 5Edt+|:zmi7?i5ﬁ:| +{Zmi'f?'5t}
t1 i=1 i1 i=1

to . . to
- / 5Edt+{2miﬁ-(5ﬁ+ﬁ-5t)}
t1 p N e’

—AF,

to n .
W = / 5Edt+[2mi-ﬁ-Aﬁ-]
t i=1

t1

t1

to

t1

Die eckige Klammer stellt einen Oberflichenterm des Integrals dar, der
die Variation am Anfang und am Ende der Bahnkurve berticksichtigt.

Ti(te) TAr(ty) =i(to) +AT (t,)

Ti(t) =Ti(ty)

Abbildung 69:
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D) 1. Anwendung:

Voraussetzung:

Eine geschlossene Kurve ] werde so in Cs variiert, dass der Energie-
unterschied zwischen C und Cs stets 0 E = const. ist. Dann ist, wenn
wir iiber einen Umlauf integrieren [d.h. ¢ty — ¢; = r, die Umlaufzeit ist]:

SW = /f SF - dt + Zm : {ﬁ-(z@) AT (L) — 75(t) - Aﬁ-(tl)}

1

Weil auch Cy[ty, 5] geschlossen ist, muss

Fit) - AT (ts) = 7(t) - AF;(t1)

sein.

= W = 6F-7+0
oW ow

=T T 3EO9E

Ist ein Vorgang periodisch, so berechnet sich die Umlaufszeit:

_ow
- OF

T

Beispiel:

Im Bohr’schen Atommodell haben wir z.B. zwei periodische Bah-
nen, die zur Konkurrenz zugelassen sind. Die Energie auf jeder Bahn
ist konstant, so dass auch 0 = const. zwischen beiden Bahnen. Nun
ist W = § 2T'dt (Integral iiber einen Umlauf eines Elektrons)

W= %Zpk(ﬁadt = %Zpk - dqy
s s

denn
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E>Wo,Co

Abbildung 70:

. aT 3 j .
2T(q,q) = Z%CM
A dx
. > aL 9 ] . .
2T(q.4) = Y. % Gk = ) Pr- e
k:1¢ k
Pk

Hier ist s = 1 und p; = j. (Drehimpuls um z-Achse); ¢ = ¢. Die

Forderung, die Bohr zur Quantisierung der Bahnen einfiihrte, war W =
$p-dg=n-h;neN.

A

j =]o =const.

LN

Abbildung 71:
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Mit W = ¢ pdg= ¢ j,-dp =2 - j, folgt:

h h
J,=n-—=n-n [ﬁ::2—:1.0510_27ergsec
T

Die Wirkung W = n-h ist also quantisiert wie die Ladung. Die kleinste
Wirkung ist h.

E) 2. Anwendung:

Voraussetzung:
Eine Referenzbahn werde so variiert, dass die Konkurrenzbahnen die-
selbe Energie haben.

a) 0F =0, und auflerdem die Endpunkte fest sind,

b) AF(t1) = 67 (t) + 7 (ty) - 6t1 = 0 und AF(t5) = 0. (Im Gegensatz
zu Hamilton wird die Zeit variiert, nicht aber die Energie!)

2,E,

1E,

Abbildung 72:
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t2

5W:5/t22Tdt - /mgg/dw [imi.ﬁ.mh

t h - i=1
- Yom {ﬁ@z) A1) () - AR(n) } 0
oW =0

heilt das Prinzip der kleinsten Wirkung von Maupertius.

Wie die Lagrange’schen Bewegungsgleichungen aus dem Hamilton-Prinzip,
folgen die Hamilton’schen oder kanonischen Bewegungsgleichungen aus
dem Prinzip von Maupertius.

to t2 Q(t2)
t1 1 p_q q(t1)
Vergleiche “1. Anwendung*:
to to t2
0 = 5W:6/ Zpk~qk~dt:/ 5<Zpk~qk)dt+ lZpk-q'k-ét}
g t k k t1

t2
Sh ()

to
= / Z(Qk'@% + pi - 0y - dt +
t1 k

t1

=0qx (1)
— [12;(Qk~5pk)dt+[12(;pké@c)dt—i- [;pk@z)(sqk_(tz) —pk(tl)(sqk_(tﬁ}

Durch partielle Integration erhélt man:

to 1)
0 = / > (akopr)dt + > [pr- ] —/ > (- Ogi)dt
t1 k L T t1

k

/t2 Z(Qk 0Pk — Pr - 0qy) - dt (97)

tl k‘
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Die totale Energie ist die Hamilton-Funktion, also 6F = 6 H .

H H
0=0H(p,q) = g (gp - Opr + gq 5qk) (nach Voraussetzung)
k

H
:>O—/ 0-dt = /5H dt = /Z o 5pk+27-5qk)dt(98)
t1 k k

Subtrahiere (98) von (97):

t2 . . oH oH
0 = / {Z(Qk 5]%—]%'5%)—;(8% 5pk+8—k 5%)}03
= / Z ( k——}5pk—{ﬁk+g—i}5%>dt

Da die dqx, 0p, als unabhéngig betrachtet werden, wéhlen wir wie
iiblich alle dgr = opr = 0, auBer dqx, # 0 auf dem sehr kleine In-
terval < t,t+ At >. = pg, = —aaq—fz. So verfahren wir der Reihe nach
mit allen ¢, dann mit den p; und erhalten die Hamilton’schen Bewe-
gungsgleichungen:

. _ o
P = Dar
o
qx = Opr

Die Energie ist zeitabhéngig:

Wir wissen von frither, dass ein weiteres Kriterium fiir die Energie-
erhaltung ist, dass die Lagrange-Funktion nicht explizit von der Zeit
abhiingt (vgl. 2.5.). E = H: Aus % =0 = “Z = 0 (Energieerhaltung)
folgt also:

dH
0:— =

dt

OH . OH
Qo pk)

OH 8H OH OH O0H
:§@M@‘@éﬁ 5w
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Die Hamilton-Funktion héngt ebenfalls nicht explizit von der Zeit ab.

Energieerhaltung liegt aber gerade dann vor, wenn die &ufleren und die
Zwangskriifte im System keine Arbeit leisten, d.h. wenn das D’Alembert’sche
Prinzip erfiillt ist. Wenn also H = H(p, ¢, t) explizit von ¢ abhéingt, ver-
sagen alle bisherigen Variationsverfahren, in denen stets das d’Alembert’sche
Prinzip angewendet worden ist.

In diesem Fall definiert man py = —F und ¢y = T sowie die Grofle

k = K(po,---yPss Qos---,Gs) = Po + H(Pr>0, k>0,t). Dann lauten die
“erweiterten” kanonischen Bewegungsgleichungen:

, Ok

4 = 75—

’ Opr.

, Ok

b = —5—

* Ik

firk = 0,1,...,s
d.h. speziell fir k = 0: (—F) = —% und { = %; man nennt die

Groflen ¢ und —H = —F konjugiert.

Bemerkung:

Man entkoppelt also - wie auch schon frither - die Gréflen £ von H
und p, ¢ von ¢, indem pg und ¢g zunéchst im Ras, o also unabhéngig von
den iibrigen betrachtet werden und dann iiber eine Zwangsbedingung
wieder gekoppelt werden. Diese ist hier trivial:

Kk =po+ H(ppro,q) = —E+E=0
=0k = 0

Der Beweis fiir die verallgemeinerten Hamilton’schen Bewegungsglei-
chungen folgt aus dem Hamilton-Prinzip ¢ [ Ldt = 0. Dieses behilt
namlich auch bei L = L(t) seine Giiltigkeit. Wie bei unserem Beweis
des Hamilton-Prinzips muss dabei an die Variation der Forderung ge-
stellt werden:

a)
0it=0
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0i(t1) = 0gi(t2) = 0
Wir fithren noch einen neuen Kurvenparameter u = u(t) ein. Hierdurch

soll die Auszeichnung der Zeit gegeniiber anderen generalisierten Orten
vermieden werden. Dann ist

) dqg, du
Gr(t) - dt = d—; i qi(u) - du

Das gilt auch fiir:

Go - dt = qq - du
2
C
A
1

Abbildung 73:

Es sei ¢ = (q1,-.-,4¢s); p= (p1,...,Dps) bezeichnet:
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to t2
0 = 5/ L(q,q,qo)-dtza/ (2T — H)dt
t1

t1

- 5/: { zs:(pk “Gk) — H(p,q,QO)}dt

k=1
to s
= 5/ {Z(kak)+(_H)'\ L ,}dt
h k=1 \_;0_/ =do
u(t2) 5 )
= / Zpqudt = (5/ Zpk(u) - g (u)du
1 k=0 (t1) k=0

u(tg)

= / 2(51% - q + pr - 0g),)du + lZPk : 5%]
u(t) =0 k=0

Der zweite Term im Integrand wird partiell integriert:

u(t1)

u(tg)

o Tl

-~

=0

Oz/mx (dh - 6Pk — Pl - O dqu{Zpk

1
k=0 k=0 =6qk(t1/2)=0

Auflerdem ist noch (s. oben)

Ok
=0 = 0 + 5 — - Opy )dl 100
/t > 6qk OGk e pk) (100)
) oK Ok dt
- /u(t) (@ 0t e 1) + (Gg) o
1 k=0

(100) wird von (99) abgezogen:

u(ty) k=0 k=0
“2 S 0K
= /u ( — Au) - a—pk}@?k — {p

1 k=0
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u(t2) s s oK oK
— - — . — ANu) - == - d
0 / {E (g5 - Ok — D) - 0qi) (u) (apkéqk+ o 5pk) u

~~
_I_
=
5|
= | &
——
(&%)
<
el
N——
U
<



0q, Opy linear unabhéngig:

, S

== A d
= g= 5 M) m
0K
= pp=—"ANu
gy du _ Ok 4
du dt  Opy
dp v _ O
du dt gy,
= q —% und
qk = Opr
ﬁpk:—g—ﬁ firk=0,1,...
4k
Fiir k£ # 0 ist
gy Ay,
weil ja pg = —F als unabhéingig angesehen wird.
qr = + B =3
Pk Pk
Fiir £ =0 ist
: : d(po+ H(p,q,t OH
po= ()= 2t IRt Oy

dqo

was {ibereinstimmt mit dem obigen abgeleiteten Ergebnis.

d d oH

Yp - fp-22

dt dt ot
- dt 1= Ok _ 9(po + H (pr2o, Gk+0, 1)) _
o dt apO 8p0
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