4 Starrer Korper

Ausgearbeitet von Frank-Thomas Lentes und Franz-Josef Herloch

4.1 Translation und Rotation des starren Korpers - die
Euler-Winkel

Definition:
Ein System von N Massenpunkten, deren Relativabstdnde festgelegt sind,
nennt man einen starren Korper; es gilt:

1

Abbildung 47:

Die Zahl der Freiheitsgrade eines Systems mit N Massenpunkten betriagt 3N.
Beim starren Korper sind diese durch die Zwangsbedingungen immer auf 6
reduziert (z.B.: 4 Massepunkte — 12 Freiheitsgrade, 6 starre Verbindungen
"Zwangsbedingungen’ — 6 Freiheitsgrade). Die 6 Freiheitsgrade spalten sich
in je 3 der Translation und Rotation auf. Man bendtigt also 6 verallgemeiner-
te Koordinaten zur vollstdndigen Beschreibung einer Bewegung des starren
Korpers, ausgedriickt durch die Bewegung des korperfesten Koordinatensy-
stems gegeniiber dem Laborsystem.

Es gilt:

96



Z
=

Abbildung 48:

F=R+7

Dabei ist R der Vektor zum Ursprung des raumfesten zum Ursprung des
korperfesten Systems.

I. Translation:
Diese wird durch die Schwerpunktskoordinaten beschrieben.

B — Ei\il mT;
===t
D i1 My

S

bei kontinuierlicher Massenverteilung:

= pr(f’)dT
e = Toimar
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II. Rotation (Eulerwinkel):
Man legt der Einfachheit halber die Nullpunkte der beiden Koordi-
natensysteme zusammen. Jede beliebige Drehung des korperfesten Sy-
stems gegeniiber dem raumfesten System kann durch 3 nacheinander
ausgefithrte Rotationen gegeben werden.

a) Drehung um die z-Achse um ¢
b) Drehung um die so erhaltene z-Achse um ¢

¢) Drehumg um die 2z’-Achse um

Z

ZuU a)

Abbildung 49: zu a)

In Matrixschreibweise gilt:

x x
y | =RsRoRi |y
z z

R; (Rotation um die z-Achse)

x' = cos ¢x + sin gy + 0z cos¢p sing 0
Yy = —sin ¢x + cos oy + 0z = Ri=R;=| —sing cos¢p 0
2=z 0 0 1

Fiir die beiden anderen Drehungen erhélt man analog
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zu b)
und c)

Abbildung 50: zu b) und ¢)

1 0 0
Ry, = Ry=1 0 cos?¥ sind
0 —sin?d cosd

costy siny 0
Ry = Ry=| —siny cosy 0
0 0 1

Die Gesamttransformation erhédlt man durch Matrizenmultiplikation:

cos 1) cos ¢ — cos ) sin ) sin ¢ cos® sin g + cos ¥ siny cos¢  siny sint
R3RsRy = | —sinty cos¢ — cos?) cosy sing —sin sin ¢ 4 cos cosy cosyy cos ¢ sin ¢
sin ¥ sin ¢ —sin cos ¢ cos v

ITI. Winkelgeschwindigkeit im korperfesten System

Diese setzen sich aus den Projektionen von ¢, 1) und ¢ auf die Koordi-
natenachsen des korperfesten Systems zusammen.

w1 p
J=1 wy = q
w3 T



Abbildung 51:

¢x’ - ,lvj)y’ = O; 77[)2:’ = w

1 wurde als Drehung um die z’-Achse eingefiihrt.

0, = 0; Oy =1 cos (R ﬂy/ = — siny

by = ¢ cos?; by = ¢ sin¥ sin ¢; éy/ = ¢ sin? cos é

Damit ergibt sich fiir

w1 ésinﬁ sin¢+19 cos Y P
d=| wy | = ¢sindcosyp —Isinyy | =1 ¢
ws ¢ cost + 1 r
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IV. D’Alembert’sches Prinzip
Wir suchen nun die Bewegungsgleichungen des starren Korpers im La-

borsystem (Inertialsystem), wo die Newton’schen Bewegungsgleichun-
gen gelten. Dazu wird das d’Alembert’sche Prinzip benutzt:

Bewegungsgleichung:

Zﬁm =0

weiter: mZ'F'Z = f}+ﬁl
0

= Y (mir; - F}) - o7

Zwei 07; sind moglich, die mit den Nebenbedingungen des starren Korpers
vertraglich sind: Translation und Rotation.

1. Translation:

7
:>g’.§:mif; — 5§:Fz
7

Wir definieren die resultierende Kraft:

F;res = Z F;z
Und die Schwerpunktskoordinate:
5 Dl _
Rs = Zimi_’ Z:mz—M
= MR, = k.

Der starre Korper bewegt sich so, als ob die gesamte /;res an ]%s
angreifen wiirde.
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Abbildung 52:

2. Rotation:
Wir rotieren den starren Korper um €.

Es gilt:

0T, = €X T}

Man erhélt: (Spatprodukt)

(€x ) #) - (mars — F;) =0

i

Zyklische Vertauschung liefert:

€~Z<(ﬁ-xﬁ)mi—ﬂxﬁi) = 0
dar; x r; = %(jxﬁ),folgt:
d ) .
@ijimxm = Y mxk

oder
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SN X F=M

d s o - L7

Eg Ty X pi = E i X F;
3 K3

— —

=J = M

N oo 7
Zizlrixpi:J

i.W.: Die zeitliche Anderung des Drehimpulses ist gleich dem Dreh-
moment.

Reine Rotation des starren Korpers:
Wie bereits erklért, ist

7=R+7bzw. 75 =R+d X7,

Fiir B =0 ergibt sich:

Damit erhalt man:

Da gilt:
ax (bxc)=(a)-b— (ab)e,
folgt:
N
J = Z [mir;QQ — myT(F) |
i=1

Fiir die k-te Komponente von J erhilt man:
3
beachte: Z Ope = 1
=1

N 3 3
2 / /

Jp = g mi<7’i E 5kgWg—.Tik§ :L’ng)
=1 =1

i=1
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folgt:

N 3 3
2 : 2 § : / § : /
Jk = m; (7’@- 5k€ cWp — Ty, SL’Mu)g>
/=1 (=1

=1

Allgemein ist

3
J = Od oder Jk = Z @Mu)g
=1

Durch Koeffizientenvergleich erhélt man: - Trégheitstensor -

N
2 A
Ore = E M (1, Oke — TipT5p)
=1

Bei kontinuierlicher Massenverteilung hat man

@kg = /p(f) (7’25M — SL’k.T}g)dT
0n = [ 0P+ ir
Op = — /p(F)xydT
Die Diagonalelemente ©,; nennt man Tragheitsmomente, die Auflerdiago-
nalelemente Deviationsmomente. Jeder symmetrische Tensor kann auf Haupt-
achsen transformiert werden, d.h. er kann durch Rotation auf Diagonalform
gebrachte werden. (A, B, C' = Haupttriagheitsmomente).
A 0 O
ROR'=| 0 B 0
0 0 C

Wir wihlen die Koordinatenachsen des korperfesten Systems so, dass sie par-
allel zu den Haupttréagheitsachsen sind; dann ist der Trégheitstensor diagonal,
und es gilt:

Jp=Ap, Jy=B-q¢; J,=C-r
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Berechnung der Rotationsenergie:

1 ) )
T = 5 mr? mit: 7 = & x 7
1 - N —
T = 5 m;(J X ) (& X 7)
benutze (@ % b)(Z x d) = (@2)(bd) — (@d)(bé)
1 N3
T = ) Z Z mi (1, 0ke — T ) wrwe
1=1 k(=1
1
T = 5 @Mu)sz
k=1

Nach Diagonalisierung hat man

1 1 1
T:_A2 _32 - 2
2p+2q+20r

Rotation und Translation:

Einsetzen in T liefert:

1 N 1 N X 1 3 N )
T = 5 ;mm =3 ;1 m; R +2 k%_lwk@keweu =+ ;1 m;R(J X %)

Translation Rotation

Wiéhle ﬁ; = 0, d.h. Nullpunkt des korperfesten Systems. Dann erhélt man:

N
1 S, 1
T = 3 ;:1 m;R* + B ;gg Opewiwy
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4.2 Die Euler’schen Gleichungen

Die bisherigen Bewegungsgleichungen gelten nur fiir das Laborsystem. Die
zeitlichen Anderungen von Impuls und Drehimpuls sind auf dieses ruhende
System bezogen.

j: MundM]%z ﬁres

Wir leiten nun die Bewegungsgleichungen im kérperfesten System her. Da-
bei wollen wir uns auf reine Rotation beschrinken. Fiir den Zusammenhang
zwischen der Anderung eines Vektors im Laborsystem und im korperfesten
gilt:

(da@), = (dd)k + do x @

bzw. fiir zeitliche Anderung:

<dc?> (dc?) L Gxa

N — N a

dt/ L at)

Da dies fiir jeden beliebigen Vektor gilt, ergibt sich fiir den Drehimpuls:

- -

(&), 1= () a7

(Eulersche Gleichung)

Bewegungsgleichung im bewegten Bezugssystem. M kann nach jedem belie-
bigen System zerlegt werden. Unter der Voraussetzung, dass das korperfeste
System durch die Haupttriagheitsachsen festgelegt ist, gilt:

Jp=A-p; Jy=B-¢ Ja=C-r

In Komponentenschreibweise gilt:

Ap i j h
dJ d -
Ap+ (C - B)rq = Mxl{(%)z(:% Bq |;dxJ=det| p q r
Cr | Ap Bq Cr |
Ap i ho
. dJ d o
Bi+ (A-C)pr = MZ’{(E)K:E Bq |;oxJ=det| p q r
Cr | Ap Bq Cr |

Cr+(B—Apg = M.,
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Beispiel: Freie Rotation (M = 0)
Die Gleichungen vereinfachen sich zu:

“Energiesatz® “Drehimpulssatz®
Ap+(C = B)gr =0 p Ap
Bg+(A-C)pr=0 q -Bq
Cr+(B—A)pg=0 r Cr

Aus diesen Gleichungen folgt sofort der Energiesatz, wenn diese geméfl o.a.
Vorschrift behandelt und addiert werden:

d1
App+ Bqg+Crir = 0= aﬁ(ApQ + Bg® + Cr?)
1
= é(Ap2 + Bg® + Cr?) = const.

J/

TV
Rotationsenergie

Analog erhélt man den Drehimpulssatz:

d1
App + Bqq + CPrit = 0 = o (A% 4 B¢* + C*r?)

= (A2p2 + B?¢* + 027’2) = const.

=

S

J2=const. (Betrag des Drehimpulses zum Quadrat = konstant.)

Stabilitat der Rotation

Behauptung:
Die Rotationen um die Achsen gréfiten und kleinsten Tragheitsmomentes
sind stabil.

Beweis:

Wir betrachten die Rotation eines drei-achsigen Ellipsoides um die x’-Achse
im korperfesten System und lassen kleine Abweichungen zu. Fiir die Kom-
ponenten von & soll gelten:

Do+ T
= 0+e¢

(7, €, p sind kleine Abweichungen im Sinne der kleinen Schwingungen.)
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Ap+(C—=B)gr = 0
Bi+(A-C)yrp = 0
Cr+(B—-A)pg =

Entwicklung der Euler’schen Gleichungen bis zur ersten Ordnung in 7, €, p

liefert:
A7 == (dagy =19 =0)
Bé+ (A—=C)pyp=0

. . B-A
Cp+(B—Ape =0 = p= oo

Differenzieren von (76) gibt:
Bé+ (A—C)pop=0
Einsetzen von p liefert:

A-B
C

Bé+ (A—C)pg poe =0

oder:

(5O (A e

Aus der Theorie der Schwingungen ist bekannt, dass

A= (550 (F50)m

(75)

(76)

(77)

Man erhalt stabile Losungen, d.h. kleine Schwingungen um die Gleichge-
wichtslage, wenn w? > 0. Daraus folgt: A > C, B oder A < C, B. Daher muss

A das groite oder kleinste Haupttréagheitsmoment sein.
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Spezialfall:
Der symmetrische Kreis (A = B # C).

Die Euler’schen Gleichungen vereinfachen sich zu:

Ap+ (C—A)gr = 0
AGg+(A-=C)rp = 0
Cr = 0= r=const. =r

(Winkelgeschwindigkeit um z’-Achse konstant)

Setze £547) = wy, damit folgt:
A

ptwyg = 0
G—wop = 0] -1

Addition ergibt:

d

E(zﬂr iq) —iwo(p+iq) = 0

d . . )
@(p +1iq) = iwo(qi+p)

Setze p + iq = Ae™°!, damit erhilt man:

= A coswyt

q = Asinwyt

Dabei wird A als reell angenommen, das bedeutet eine bestimmte Wahl des
Nullpunktes zur Zeit ¢t = 0.

P(O) = A=po
q(0) = 0

Daher lautet die Losung:
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p = pocos

(S5 5n)

(S5 5n)

q = posin

Die Projektion von & auf die z’-, y’-Ebene rotiert dort mit der Frequenz

Cc-A
A

Wo = To;

wobei deren Betrag konstant bleibt:

P* +q* = po

Da r = rg ebenfalls konstant ist, rotiert & gleichméfiig um die Figurenachse
z'. Weil im Hauptachsensystem

Jy = Apund Jy = Aqund J,» = Cry

sind, fiihrt also J dieselbe Bewegung um die Figurenachse aus:

Die Prézessionsfrequenz umso kleiner, je kleiner die Differenz der beiden
Haupttragheitsmomente ist. Im raumfesten System rotiert der Kreisel um
die Drehimpulsachse (reguldre Prizession).

4.3 Der Schwere symmetrische Kreisel

Symmetrischer Kreisel mit zusdtzlichem Drehmoment. Der Kreisel befinde
sich im Schwerefeld, wobei ein Punkt auf der z’-Achse, der nicht der Schwe-
repunkt ist, festgehalten wird. Die Losung erfolgt mit Hilfe der Lagrange-
Gleichung II. Art.

L = T-U
mgl cos = W cos?

-
|

1 1
— A2 ) 4 o2
S AP +a7) + 507
(im korperfesten System, auf Hauptachsen transformiert)
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Figurenachse
Z)
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varth

mg

Abbildung 53: A= B # C

p, q, v werden wie bekannt durch die Eulerwinkel ausgedriickt.

¥ costh + ¢ sin ¥ sin e
= —0 sine + ¢ sin® cos 1
= ¢ cosV + 1

Einsetzen in T liefert:

1. . 1. .
L= §A(192 + ¢* sin® ) + §C(¢ cosV +1p)* — W cos

¢ und v kommen in L nicht vor; deshalb gibt es zwei Konstanten der Bewe-
gung:

g—g = const. = p, = A sin’ V¢ + C(p cosd 4 1)) cos ¥ (78)
g—fg = const. = Py = C(¢ cost) + 1)) (79)
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Statt der Lagrange-Gleichung fiir ¢ und ¢, benutzen wir den Energiesatz:

1 . . 1. .
E=T+U = §A(192+¢2 sin219)+50(¢ cosV +1p)* + W cos¥

a) Mit Hilfe von P, und P, werden (b und w elliminiert:

P,=A sin? ¥¢ + C' cos® ¥¢ + C' cos 9 ‘ - —cos v

P¢:CCOS§¢+C¢ ’

. P¢ — cos 9P
= —
¢ A sin? ¢
Y= Fw — cos o
Einsetzen in F liefert:
1 . P,— IP,)? P,)?
E:—A"&‘2+( o — cosVRy) +( v) + W cosd

2 2A sin? 9 20

Damit ergibt sich fiir

: 2 (P, —cos¥P,)? P2
P=Z|E— ¥ Y22 W cosd
A 2A sin® 9 2C o8

g _ v _ do )
Da o = &= bzw. dt = 5 Ist, folgt:

~1/2

72 (P, —cos¥Py)? (Py)?

t—tg = ) LZE X [ 9 v
0 /190 {A[ 2A sin? v 2C W cos }

Damit hat man ¢ —ty = F'() bzw. 9 = F~1(¢t —t;). Analog erhilt man
aus P, und P, entsprechende Gleichungen fiir ¢ und .
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P, = Asin*¥¢ + Py cosd (P, benutzt)
P, — P, cosv
A sin? 9
VP,
—cos9Py o,

¢
P,
= 9= = /to A sin? 9

P, = C(¢ cost + )
I é’b b cos ¥
_ Py ;
= -1y = / T gbcosﬁ)dt

4.4 Rotierendes Koordinatensystem

Coriolis Kraft
Im Abschnitt 4.2. wurden die Kreiselgleichungen

J=M
die im Laborsystem gegeben waren, in das bewegte kérperfeste Koordinaten-
system transformiert. Dies waren die Euler’'schen Gleichungen. Im Folgenden

schreiben wir die vollstdndigen Newton’schen Bewegungsgleichungen in das
korperfeste System um. Dazu benutzen wir:

().

Im Laborsystem gilt:

di
— (d_i>K + (J x @) (siehe Kapitel 4.2)

d2ﬁ

e =F

Unter Verwendung o.a. Beziehung erhilt man:
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i (), + @xn) -

J/

beliebig;; Vektor

| ()r [ { @) xmn -
) Ope?ator ”

(D), 45 (), +ox0sr5x (), +5x6xi) -

Wir lassen jetzt den Index K weg, da alle Operationen im korperfesten Sy-
stem auszufiihren sind. Damit folgt:

mi' = F —2m(3 x 7) —m(d x 7) —m@ x (& x 7)

Im rotierenden System treten zu den dufleren Kréften auch noch Scheinkréfte
auf:

o (& x7): )
rithrt von zeitlichen Anderungen der Winkelgeschwindigkeit her.

e md X (J x r) ist die Zentrifugalkraft. Fiir den Spezialfall & L 7 geht
sie in die bekannte Form mw?r iiber.

o —2m(& x ) = 2m(rF x &): Coriolis-Kraft
Beispiele:

1. Windablenkung auf der Erde
In der Meteorologie ist die Coriolis-Kraft fiir die Linksdrehung der Tief-
drucksystem auf der Nordhalbkugel verantwortlich.

2. Fall eines Steines auf die Erde
Man erwartet eine Ablenkung nach Osten; der Stein hat in Abwurthéhre
einen grofferen Abstand vom Erdmittelpunkt als an der Erdoberflache,
jedoch die gleiche Winkelgeschwindigkeit. Deshalb ist seine Tangenti-
algeschwindigkeit am Aufprallort grofler als die der Erde. Es gilt:

mr=—-2md X r+ F
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Abbildung 54: Nordliche Halbkugel = Ablenkung nach rechts; Siidliche Halb-
kugel = Ablenkung nach links

~
N

Abbildung 55:

(restliche Terme vernachléssigt)

Zerlegung von &
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G = (—cosg-w,0,sing-w)
k = (0,0,—myg)

ro= (3,9,2)

To = (0 O zZ0 = )

Die drei Bewegungsgleichungen lauten:

T = 2wysine

—2(Zw cos p + dw sin p)

Z = 2wycosp)—g

Integriere die 1. und 3. Gleichung

T = 2wsinp-y

z = 2wcosp-y—gt

= = —2w cosp(2w cosp -y — gt) — 2w sin p(2w sin ¢ - y)

Da || = 2% =7,29-107°s™! (fiir die Erde) sehr klein ist, verglichen
mit der Fallzeit des Steines, kénnen wir in ¢ die Terme, die quadratlsch
im w sind, vernachlassigen. Man erhélt:

1
jj=2wgtcosd = §=wgt’ cosg = y(t) = 3w9 cos ¢ - t3

Die Integrationskonstanten sind wegen der Anfangsbedingungen alle 0.
Die Ablenkung nach Osten ist Ay = $gw cos ¢ - T® (T = Fallzeit).

Da h = %gt2, folgt T' = ,/%. Eingesetzt erhélt man:

1 2h\ 3/2
Ay = —wg cos qb( )
3 g

Bei h = 100m und ¢ = 0 (Aquator) = Ay = 2cm.
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3. Foucault’sches Pendel
Im Prinzip hat man die Lagrange-Funktion fiir ein Kugelpendel aufzu-
stellen. Fiir 7 und ¥ << 1 (langer Faden, kleine Auslenkungen) kann
man jedoch die Bewegung allein in der z, y-Ebene betrachten, die Be-
wegung in der z-Richtung ist klein in 2. Ordnung (im Sinne der kleinen

Schwingungen). Folgende Gleichung ist zu l6sen:
mi'=F — 2md x i

(konst. w und Zentrifugalkraft vernachléassigt)

Zur Bestimmung von F betrachten wir die beiden Pendelbewegungen
in z- und y-Richtung als freie Pendel mit kleinen Amplituden.

Sles| K]

=X =Y

Abbildung 56:

F = (-m —mg%,O)
g o= (- wcos<p,0wsm<p)
ro= (z,9,0)

7= (£,9,0)
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=i = —g—+2ywsing

l
. Yoo :
j = —gz—Q:vwsmqﬂ-z
Setze:z = x+1iy

5= —%z — 2w sin p(id + i)
. g o

z = _ZZ — 2w sin 12

Losungsansatz:
7 = Ce™

Die charakteristische Gleichung lautet:

o — %+2awsin¢=0

_ ; 2 «in2 9

Qi = —wsing £ 4/w? sin ¢+Z
Wrsin2p <w? = 5310710. 472 <<%

=z = Clefiw sin¢t+i\/%t } ” = efiw sing@t{Clei\/%t + 0267@'\/%15}

g s T .
2y = 026 tw sin pt z\/;t}ZZe zwsmcpt{clen/ t +Cg€ z\/fyft}

C7 und Cy werden aus den Anfangsbedingungen bestimmt:

t = 0
20 = Xo
20 = 0
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= T = Cl —|—C2
2 = —isingwe™ Sin‘b‘”t{C’lei\/gt + Cgefi\/%t}

fe sinqs-wt{c«li\/%ei\/%t_i_Cz(_Z-)\/%ez‘\/gt}
0 = —isingpw(Cy+ Cy) + z\/% (01 — ) (sinp - w << \/%>

= O = Cszw.clzcg:%

= z = e 'sImewlncog (\/%t>

r = R.(z) =z cos(w sin t) cos \/%t
y = Jm(z) = —x sin(w sin pt) cos \/%t

Das Foucault’sche Pendel beschreibt folgende Rosettenbahn (¢ # 0).

Abbildung 57:
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