3

Kleine Schwingungen

Ausgearbeitet von Alexander Konig und Peter Trelle

3.1

Theorie der kleinen Schwingungen

a) Vorbemerkungen

Wir betrachten hier mechanische Systeme, die sich in einem stabilen
Gleichgewicht befinden, d.h. deren Potential fiir den zu betrachtenden
Zustand ein Minimum hat. Im Allgemeinen kann das System um die-
se Gleichgewichtslage Schwingungen ausfiihren. Die Bedingung fiir ein
Gleichgewicth ist ein Extremwert des Potentials; man unterscheidet
zwischen stabilem und instabilem Gleichgewicht. Das erstere liegt bei
einem Minimum, das zweite bei einem Maximum des Potentials vor.
Zum BeispieL.

stabiles Gleichgewicht instabiles Gleichgewicht

Abbildung 32:

Schwingungen sind nur um stabile Gleichgewichtslagen moglich, bei de-
nen Auslenkungen zum Auftreten einer riicktreibenden Kraft fiihren,
wahrend bei einem labilen Gleichgewicht eine kleine Auslenkung eine
unbeschrinkte Bewegung zur Folge hat. Beispiele fiir solche Systeme
sind Molekiile wie C' — 0 oder andere zweiatomige Verbindungen. De-
ren Potential hat etwa folgendes Aussehen:

Im Minimum kann fiir kleine Auslenkungen das Potential durch einen
harmonischen Oszillator angenéhert werden. Ein anderes Beispiel sind
die Schwingungen in einem kristallinen Festkorper, z.B. NaC'l.

Im Na — Cl Modell kénnen die Krafte durch Federn zwischen den
néchsten Nachbarionen simuliert werden. Wir wollen uns im Folgen-
den auf solche Auslenkungen aus der Ruhelage beschrénken, bei denen
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U(r)

Harmonisches Oszillatorpotential

\ Y ' Kratzer—Potential

>
Morse—Potential

Abbildung 33:

das System mit geniigender Genauigkeit durch harmonische Funktio-
nen zweiten Grades beschrieben werden kann.

Allgemeine Lagrange-Gleichungen

Wir betrachten ein System von s Freiheitsgrade, welches ein Poten-
tial besitzt, das weder von der Zeit noch von den Geschwindigkei-
ten abhéngt, sondern nur von den s verallgemeinerten Koordinaten

gG(i=1,...,5s)

U= U(QMQ%---,%)

Zusétzlich sei vorausgesetzt, dass die kinetische Energie eine homogene
Funktion zweiten Grades in den verallgemeinerten Geschwindigkeiten
ist.

akf(Qh .- 7(]5)%@3
k=1

Dies ist fiir skleronome Zwangsbedingungen erfiillt, d.h. bei Zwangsbe-
dingungen, bei denen die Transformation der Ortskoordinaten auf die
generalisierten Koordinaten nicht explizit von der Zeit abhéngt. Unter
dieser Voraussetzung gilt:
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ri = ri(q, ., qs)
. 67“i.+87“z‘.+ +67“i. &
fo= o ot =
oq ! 0qa ? dqs 1
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Hier ist also:
® 87“2‘ 87“2
Qpp = m
; Aqr Oqe
Aus dieser Definition sieht man sofort, dass
ary = appfirallek, 0=1,... s
1< > or; Or;
T o= 53 (o dde
2o D O4x. O

ke f=1

1 ¢ iy
2 Z are(qus - - -+ qs)dnge

Die zu betrachtende Lagrange-Funktion lautet daher:
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5 Z CLkg<q1, e

k=1
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7QS)qu€ - U(Qh cee

8ri

dqy,
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Die Bewegungsgleichungen werden berechnet nach:

%(%>_g—i:0 k=1,...,s

Um die Lagrange-Gleichung zu berechnen, muss gebildet werden:

oL < ,
O = Zaié(%a---a%)% (67)
4;
=1
Da ay(q,- .., qs) eine von den Koordinaten abhéngige Funktion ist und

diese wiederum von der Zeit abhéngt, gilt:

S

1) (St

(=1

. ® aa’ifqa"'aqg C.
=Y ailq,.-.,q)de + ( 81 )QmQZ
p G

~

;m=1

Aus demselben Grund (a;; Funktion der Koordinaten):

drqe (68)

oL AU (qr,...,q5) 1 ° Oake(qrs- -+, qs)
—+§Z

dq; T 0g; 0g;

k=1

Damit ergibt sich fiir die Lagrange-Gleichungen:

s

.. . aa/iZQ7"'7QS c.
Zaie(%,---,%)%+ Z @ )C_ImCJz

=1 ,m=1 94m
U (g, ,qs) | 1 Oanelqr, -, qs) . .
B + B Z oq qrqe
k=1
Mit ¢ = 1,...,s haben wir nun s Bewegungsgleichungen, fiir ein Sy-

stem mit s Freiheitsgraden, d.h. s generalisierten Koordinaten, welche
prinzipiell die Losung des Systems liefern. Im Einzelfall wird aber die
Berechnung der obigen Gleichungen erhebliche Schwierigkeiten berei-
ten.
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¢) Entwicklung um die Ruhelage
Um das Problem zu vereinfachen, betrachten wir hier nur Potentiale,
die ein Minimum besitzen. Notwendige Bedingung fiir ein Minimum an
der Stelle ¢; = ¢;(0) (i =1,...,s) ist:

6U(q1, R qs)
dq;

=0fir allei =1,... s
4:(0)

Man kann die Potentialfunktion als s-dimensionale Hyperfliche anse-
hen. Eine Losung der obigen Bewegungsgleichungen ist dann:

t)=q¢0) i=1,...,s

Wie man durch Einsetzen sieht, denn:

oUu
q:(t) = ¢;(0) = const. G=0,q=0, 0 =0
qi

Das bedeutet: das System befindet sich in Ruhe, wobei noch zu unter-
suchen bleibt, ob das Gleichgewicht stabil, labil oder indifferent ist.

=0

0
[03;} 4:(0)

kann auch Maximum, Sattelpunkt oder Konstanz der
Potentialfunktion bedeuten.

Um dies zu untersuchen, betrachten wir kleine Abweichungen aus der
Gleichgewichtslage. (Wenn wir Oszillationen erhalten, haben wir ein
Minimum.) Wir entwickeln ¢;(¢) um die Ruhelage ¢;(0):

¢:(t) = q:(0) + &(?)

Und entwickeln die potentielle Energie bis zur 2. Ordnung in eine Tay-
lorreihe um ¢;(0)
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U(q1(0) + & (1), - - a5(0) + &(1))

&k

91=91(0)&q,=q¢(0)

+ Terme hoherer Ordnung

U(qi(0),...,45(0)) =Vo = const.
—~ U
= 9

& =0 nach Voraussetzung (Extremum)

qi(0)

Die kinetische Energie ist schon eine Funktion 2. Ordnung in den Ab-
weichungen:

Gi(t) = &(t)

1 -
T'=3 Z ae(q, - -+ qs)dnGe =
k=1 k=1

=1,...,s
S

)
1 .
) are(qr, - - qs)Erée

Entwicklung um ¢;(0):

s

1 < .1 .
B Z are(qrs - - - qs)érée = 3 Z are(q1(0), ..., q5(0)) &
ke f=1 k=1

+ Terme hoherer Ordnung

d) Aufstellen der Bewegungsgleichungen
Wir haben nun also sowohl kinetische wie auch potentielle Energie
durch Funktionen 2. Grades in den Auslenkungen angenéhert. Diese
beschreiben fiir gentigend kleine £ unser System mit hinreichender Ge-
nauigkeit. Wir benutzen nun folgende Abkiirzungen:
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Mpg = Qg (ql(O), e qS(O)) bez. Massentensor
U
Iqr0qy

. bez. Kraftkonstantentensor

41=3x(0),9¢=q¢(0)

Beide Ausdriicke sind symmetrisch in den Indizes k und ¢ aufgrund der
Definition.

s

(o0 =3 53 30)

Damit lautet die Lagrange-Funktion:

L&, &) = % Z Mepbeli — % Z Ker€e

k=1 k,0=1
Myk
{ } = Konstante
ko
In Matrixschreibweise:
my; My ... Mig 51
1 . . . mo1 ... oo Mog 52
L = 5(517527"'7&5)' '
Ms1 Ms2 Mygs és
ki ki ... Kis &1
1 ka1 koo ks 3
_§<£17€27"'7£3>. : : : ’ :
ksl st kss gs

Und die Lagrange’schen Bewegungsgleichungen lauten:

d 0L oL

—( — =0 ,=1,...
dt(a&)+a§i PT s
Zmik€k+kikszo 1=1,...,s
=1
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Als Matrix:

mir Mz ... Mis &1
- kll kls gl

™TMo1 Moo ... 1Mag §2 n . 0
by ksl kss gs

Mmg1 Mgy ... Mg &

Falls m;;, und k;;, diagonal sind, d.h.

M, = My und ki = 0ir, - ki

haben wir hier s ungekoppelte Gleichungen fiir s harmonische Oszilla-
toren. Wenn aber (k;;) und (m;;) auch auerdiagonale Elemente ent-
halten, liegen s gekoppelte Gleichungen vom Charakter harmonischer
Schwingungen vor. Wir machen den Ansatz:

gj — Aj . ez’wt

A; ist im Allgemeinen komplex:

Real- und Imaginérteil sind dann die beiden Losungen, die prinzipiell
gleich sind und sich nur um einen Phasenwinkel unterscheiden.

Re&, = oy coswt — [ sinwt = a cos(wt + 6)
Jm&, = g sinwt + Fy coswt = a cos(wt + 9)

Bei komplexen Koordinaten gehen die Ausdriicke fiir potentielle und
kinetische Energie iiber in:

1 & »
T = §Zmzk§g€k

k=1
& : das konjugiert Komplexe von &,
1 *
U = 51;1 ko€ €
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In Matrizen:

1. ‘ mir M2 ... Mis 51
T = 5(5?---@:) '
Mgl Mgy ... Mg &s
1 ki ks &1
U = 5& &) | ¢ : :
ks1 kss €s

Die kinetische und potentielle Energie miissen so geschrieben werden,
damit beide Ausdriicke reell bleiben. Sind ag, by Real- bzw. Imaginérteil
der generalisierten Geschwindigkeit &;:

ég:dg—i-ii)g 621,...,8
S;:dg—ibg (= yee ey S

So gilt:

1< e 1 E L
T = 5ngkfgszéZTHgk(ag—Zbg)'<CLk+Zbk)

=1 =1
1 ¢ . L s
= 3 > |:m€ka£ak + mbeby, + 1 - g (aeby, — Clkbz)]
k=1
L a4y > by D (o~ )
= =) mpairt+= Y m i= Y mg(aby — a
2 2 ehCtoCk 2 2 ekbeby, 2 2 ok (Geby — akb

Wegen der Symmetrie von (myy) gilt:

1< s
Z§ kezl Mgk(agbk — akbg) =0

1< 1 < -
T=5 > mganiy + 3 > mabeby
k=1 k=1

Mit derselben Rechnung fiir potentielle Energie ergibt sich:
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1< 1<
U= 5 Z kgkagak + 5 Z /{ngbgbk

k=1 k=1

Damit haben wir gezeigt, dass mit der obigen Schreibweise auch im Fall
von komplexen Losungsanséatzen &, T' und U reell sind.

Losen der Bewegungsgleichungen
Durch Einsetzen des Ansatzes

gj — Aj . eiwt

in die Bewegungsgleichungen

D made+ ki) =0 i=1,...,s

k=1

ergibt sich:

eMZ{—w2m¢j+kij}Aj =0 1=1,...,s

j=1

Wir haben also ein System von s linearen homogenen algebraischen
Gleichungen erhalten, das als Matrix folgendermaflen zu schreiben ist:

A

2 2 2 1

kll — W 'mi k’lg — W miz ... kls — W Mig A

2 2 2 2

® it k’gl — W Mmoo k’QQ — W Moy ... k’gs — W™ Mg A
€ . . . : 3 =

2 2 2 :

ks —wmg kg —wmg ... kg — w Mg, A

s

Dies ist ein Eigenwertproblem im verallgemeinerten Sinne. Gesucht ist
ein Vektor A = (Aq,..., Ay), fir den gilt:
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kin ki ... ki Ay mir Mg ... Mg
]{Zgl ]{ZQQ e kgs A2 9 ™mo1 Moy ... TMog
. . . : . =W
ksl ks2 v kss As Ms1 Mg ... Mg
.. 1 0 . . . .
Fir den Fall, dass (m;) = 01 )" also die Einheitsmatrix ist -

liegt ein Eigenwertproblem vor, wie es aus der Vorlesung “Lineare Al-
gebra® bekannt ist. Unser Gleichungssystem ® ist genau dann eindeu-
tig losbar, d.h. es hat eine und nur eine Losung, wenn die Koeffizi-
entenmatrix (k;; — w?m;;) maximalen Rang, d.h. in unserem Fall den
Rang s hat. Ein homogenes System hat aber immer die triviale Losung
(A1,...,As) = (0,...,0), bei maximalem Rang also nur die triviale
Losung.

Um Gleichungssysteme mit nicht trivialen Lésungen zu erhalten, su-
chen wir Konstanten w, [(k;;) und (m;;) sind fest | fiir die die Koeffi-
zientenmatrix nicht maximalen Rang hat. Das ist genau dann der Fall,
wenn ihre Determinante Null wird. Wir erhalten somit:

2 2 2
kll — wmii k12 —w'mia ... kls — W Mg
2 2 2
k’gl — W Mmoo k’gg — W Moy ... k’gs — W™ Mg
=0
2 2 2
k:sl — WMms1 st —WmMms ... k:ss — W Mss

Dies ist eine algebraische Gleichung vom Grade s fiir w?. Sie hat s
reelle Losungen w,, ndmich die Eigenfrequenzen des Systems, wenn die
potentielle Energie an der Stelle ¢; = ¢;(0) (¢ = 1,...,s) nicht nur ein
Extremum, sondern ein Minimum besitzt. Dies sieht man so ein: Wir
multiplizieren das Gleichungssystem mit A und summieren iiber

S

Z (—wzmij —+ ]i]Z])A;kA] =0

ij=1
S *

e > i1 ki AT A;
== i

Zi,j:l mij A7 Ay
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Nach derselben Rechnung wie bei der Einfithrung der komplexen Koor-
dinaten in kinetische und potentielle Energie (Abschnitt d)) sieht man,
dass sowohl Zahler als auch Nenner reell sind. Die kinetische Energie ist
aber eine positiv definierte Grofle, daher muss der Nenner notwendiger-
weise positiv sein, da w? > i =1 mij A7 Aj gerade zwei Mal die kinetische
Energie ist. Falls wir also nur positive Frequenzen w? fordern, sind alle
Eigenfrequenzen reell und wir haben ein stabiles Gleichgewicht. Da-
mit muss der Zahler positiv sein. Da dies fiir alle Agk) (Losung zum
Eigenwert wy,) gelten muss, folgt:

o*U
9q;0q;

:kU>0

qk=qx(0)

Also hat U an der Stelle ¢; = ¢;(0) ein echtes Minimum. Andererseits
folgt umgekehrt aus einem echten Minimum der potentiellen Energie,
dass w? positiv ist und somit die Frequenzen w reell sind. Die Teilchen
des mechanischen Systems fiithren also Schwingungen um die Ruhelage
aus. Aus der Bedingung det(k;, —w?mj;) = 0 erhalten wir die Losungen
(Eigenwerte) w2. Wir wollen annehmen, dass alle s Werte verschieden
sind. Partikuldre Losungen des Gleichungssystems erhalten wir, indem

wir die verschiedenen Frequenzen w? einsetzen.

Z{kij _wg{mz’j}A? =0 i=1,...,s
j=1

Um Werte AY zu finden, die die s Gleichungen erfiillen, entwickeln
wir die Determinante der Koeffizientenmatrix nach der n-ten Zeile.
(a < mn < s ist beliebig, aber fest zu wihlen.) Die Unterdeterminante
(Minor), die durch Streichen der n-ten Zeile und der j-ten Spalte der
Determinante entsteht, in die fiir w = w, eingesetzt wurde, sei mit Af,
bezeichnet, die bei der Entwicklung auftretenden wechselnden Vorzei-
chen ((—1)”") seien im jeweiligen A enthalten. Weil wir die n-te Zeile
bei der Entwicklung fest wéahlen, kann der Index n weggelassen werden,
und wir definieren:
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A% = A]oz

m
k11 — w? ks — w?
11 — WM ... 1s — WoMis
2 2
0 = kpi —wimpr ... kps — WMy
2 2
ks —wimst ... kss — wimsgs

= (knl - w2mn1)A1a + (kn2 - w2mn2)A2a + -+ (kns - w2mns)Asa

s Z(knz - wimni)Aioz =0
i=1

Die A;, (i = 1,...,s) erfiillen also die n-te Gleichung unseres Glei-
chungssystems; sie erfiillen aber auch alle iibrigen Gleichungen, denn:
Fiir alle 7 # n lédsst sich

Z(kz‘z - Wimié)AZa = (ki — wimil)Ala + o (ks — Wimis)Asa
=1

als Determinante schreiben, die unserer Koeffizientendeterminante gleicht,
bis auf den Unterschied, dass die n-te Zeile durch die i-te Zeile ersetzt
wurde. Das bedeutet, sie hat zwei gleiche Zeilen und ist somit gleich
Null. Wir erhalten so fiir jede Losung w? der Determinantengleichung
einen Satz Af mit:

A =Njo j=1,...,5

Eine partikuldre Losung der Differentialgleichung hat somit die Form:

gj = AjaCaei““t j = 1, ]

wobei C, eine beliebige komplexe Konstante ist. Denn wenn ¢ Eigen-
vektor ist, ist auch jeder zu ihm proportionale Vektor Eigenvektor mit
demselben Eigenwert. Abkiirzung:
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Ou(t) = Re{C,e™"}

Die allgemeine Losung ist dann eine Linearkombination aller parti-
kuldren Losungen.

) =D NjaOalt) j=1,....s
a=1

Sie ist eine Uberlagerung von s gewohnlichen periodischen Oszillationen
mit beliebigen Amplituden und Phase, aber wohl bestimmten Frequen-
zen.

Normalkoordinaten

Die Frage liegt nahe, ob wir nicht verallgemeinerte Koordinaten so
wahlen konnen, dass jede von ihnen nur eine einfache Schwingung
ausfithrt. Die Antwort ist ja; die ©,(t) sind diese Schwingungen bzw.
Koordinaten; wir nennen sie Normalkoordinaten und die w, sind die
Normalschwingungen. Aufgrund der Definition erfiillen die ©,(t) die
folgenden Bewegungsgleichungen:

éa+w§@a:0 a=1,...,s
Die Normalkoordinaten sind vollkommen unabhéngig voneinander (sie

sind entkoppelt). Die © folgen aus der Definition durch Umkehrung der
Transformation:

s

) =D NjaOalt) j=1,...s

a=1

In Matrizen:

&1 An ..o Ay ©,
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Wenn (A™1);, die Elemente der zu (A;,) inversen Matrix sind, d.h.

1 0
AH Als (Ail)ll (Ail)ls 1
I )T
Agq ... Agg (A g oo (A7) 0 1
oder
S A(A i =0 ki=1,...s
=1
gilt:
(A Mn (A ), 31 6,
(A_l)sl (A_1>ss fs @s
oder

Ou(t) =Y (A Na&e a=1,...s

k=1

Die angegebenen Bewegungsgleichungen kann man aus folgender Lagrange-
Funktion herleiten:

1 - N *
L= ; M (00, — w2050,] (69)

Andererseits beschreibt unsere vorherige Lagrange-Funktion dasselbe
System:

1 & . )
L= 3 Mzﬂ { QFT”IZkgk - é‘?/ikfk } (70)
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Beide Funktionen als Matrix:

1. mq 0 @1
(69) L = 5(67...6)) M
0 M 0,
my 0 O1w;
1 Oawo
——<@Tu)1 .. .@:ws) .
0 My 0.0,
my ... Maig 51
(0) L = (&) ‘
Me1 ... Mg &s
S &1
—5& )| S IR
ksl o kss gs

Die Frage ist nun, wie man die komplizierte Funktion (70) in die einfa-
che Form (69) bringen, d.h. auf Hauptachsen transformieren kann. Der
Zusammenhang zwischen ¢ und © lautet:

gj = ZAjoz@a; 5; = Z @:A;a
a=1 a=1

Da wir von links mit der transponierten Matrix von &* bzw. £* multi-
plizieren miissen, definieren wir:

+ — *
AL =A%,

die zu (Aj,) adjungierte (hermitesche) Matrix. (Dies ist die Verallge-
meinerung der Transposition fiir komplexe Matrizen)

&= 0.0
a=1
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Durch Einsetzen in (70) erhalten wir:

s s
I = E @Z E A;rémMAka/@a/
a,a’=1 k=1

I = Z @Z Z A;tgkﬁkAka’@a’

a,a’=1 k=1

Zu beweisen ist nun, dass die aulerdiagonalen Matrixelemente o # o’
verschwinden:

I#0 nurfira=d

IT#0 nur fira=do

Das heif3t:
Z AzgmékAka’ = maéaa’ (71>
k=1
Z A;rngkAka’ = mawidaa’
k=1

Wenn dies gilt, ist (70) durch (4;;) auf die Form (69) transformiert.

Beweis:
In Abschnitt e) wurde durch Entwickeln der Determinante gezeigt:

S

Z{—wimij—i-kij}Aja =0 izl,...,S

j=1

28: A Zs:{_wimij + kij}Aja = 0
i=1 j=1

> ALA{-wimy + ki Aja = 0
ij=1

> {AL(—wimi)Aje + ALk Aja} = 0 (72)

1,j=1
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Ebenso gilt:

Z{—wifmiﬂ”fij}ﬁja' =
ZA A-wimy + kil = 0

(Multiplikationssatz fiir transponierte Matrizen; und w2 m;;, k;; sind
reell.)

Z AL {—wimy + kit Ao =

i,7=1

Wegen der Symmetrie von m;; und k;; gilt:

ZA A- w,m”Jrk:”}Aja =0

i,7=1

Z {AL (—w2mij)DNjo + ALk A} = 0 (73)

i,j=1

Wir bilden nun die Differenz (73) - (72):

(w2 —w? ZA Mg A

i,7=1

Fir a # o (wir haben angenommen o« # o' ™ w,, # wy) gilt:

i Az,iml-jAja =0

ij=1

Wir definieren nun:
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S
+ _
> AlmiAje = ma

ij=1

Somit haben wir den ersten Teil der Behauptung;:

Z A ml] ma(saa/

1,j=1

Um den zweiten Teil zu beweisen, bilden wir die Summe (73)

(W2 + w?, Z{A milait = 2 {AL kA =0

1,7=1 1,j=1
N - >
Ml 0!
5
2wiMaloar = 2 {AL KA}
a'tatFaa a’i"™vy—=ag
1,j=1

Damit ist der zweite Teil der Behauptung gezeigt:

s
E + _ 2
Aa/ikijAja = wamaéwl

i,j=1

+ (72):

Wir konnen also durch die Matrix (4;;), die wir durch Entwickeln der
Koeffizientendeterminante erhalten, prinzipiell jede Lagrange-Funktion
der Form (70) auf die einfache Form (69) transformieren, die als Losung
ungekoppelte gewohnliche periodische Oszillationen hat. Dies kann man

dann ohne Schwierigkeiten in die alten Koordinaten

)=> 0uOa(t) j=1,...s
a=1

zuriicktransformieren.
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Abbildung 34:
3.2 Das Doppelpendel

U = C —myga cos $p1 — maga(cos ¢1 + cos ¢o)

Man setze M = mq + ma:

= U = C — Mga cos ¢; — maga cos ¢g

Z1 = —a cos ¢y Zy = —@ COS 1 — @ COS (P9

r1 = a sin ¢y 2y = agf)l sin ¢1 + agzgg sin ¢9
Z1 = agzgl sin ¢ To = a sin ¢ + a sin ¢g
T = aél coS ¢ iy = ady cos dy + ady cos Ps

Fiir die kinetische Energie T' gilt:
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1 ) ) 1 . .
T = éml(az% + ) + §m2(az§ + 23)
1 . 1 . .
=T = §m1a2¢% + §m2a2(¢% + ¢3)
+m2a2¢1q32 icos ¢1 COS Py + sin ¢y sin ¢2};
cos(é1—2)

Die Gleichgewichtslagen befinden sich an den Stellen g—g = 0, also:

oU
= M . . ] — 0
Dphis g - a sin ¢,
ou
i i =0
90, Moga Sin ¢
= ¢ = ¢ = Ostabiles Gleichgewicht (74)

Bei anderen Losungen

¢1:O7¢2:7T‘¢1:7T7¢2:0|¢1:7T,<Z52:7T

sind Sattelpunkte oder instabile Gleichgewichtslagen. Wir entwickeln die La-
grangefunktion L = T — U, um das stabile Gleichgewicht. Die Entwicklung
von cos ¢ lautet:

Loy 14
cos¢—1—§¢ +Z¢ +...
Da wir uns auf kleine Schwingungen beschrénken, beriicksichtigen wir nur

Glieder bei maximal 2. Ordnung in ¢.

1 . 1 . ..
=T = §Ma2gb% + §m2a2¢>§ + m2a2¢1¢2
1 1
U = C- Mga(l — 5(}5?) — mgg(z(l — 5(;53)

Da sich die Konstante C' so wahlen lésst, dass U(o) = 0 ist, folgt fiir U:

1 1
U = -~Mgad? + ~mogads

2 2
1 ) 1 . oo 1 1
L = 5Ma%% + §m2a2¢§ + m2a2¢1¢2 — éMgaqﬁ% — §m2ga¢§
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Wir bringen unsere Lagrange-Gleichung auf die allgemeine Form:

gkzza AgaOa

L= % Z{szkfk — & kol )}
¥,

@a:ch eiwat

Wir erhalten:

m —0,2 M mo ]{j — qa M 0
tk = My e e = 9 0 my

Wir erhalten fiir die Determinante

det(—w2m3k+/€gk) = 0

— (2 2
det( wa]\2/[—|—g]\/[ 2wam2 ) ~ 0
—w ams —w amsg + gms
Daraus erhalten wir das charakterische Polynom
(w*aM — gM)(w?amy — gms) — wa®m2 =0

wra?Mms — gamg]\ﬂu2 — gamQJ\ﬂu2 + gZMmg — w4a2m§ =0

a2m1m2w4 — 2Mw2am29 + Mm292 =0

Mg m2
2
Wi = =y

Die allgemeinen Losungen sind Linearkombinationen der Normalkoordinaten

0, = C,ewt

gj = Z Aja@oz

¢1 = An0;+ A0,
O2 N2101 + Ag0y

mit

Aja = (_1)j+n x det n
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(entstanden durch Streichung der n-ten Zeile und der j-ten Spalte)

AuBlerdem setzen wir w? = w?

—w?a(my +my) + gM —w?ams
det 9 9
—w ams —wamy + gms

Subtraktion der 2. Zeile von der ersten

Mg mo
2
w1/2 B mia [1 + _:|

Damit erhalten wir folgende Matrix:

1= iy ot ) =0 (2 Uit )

Die allgemeinen Losungen lauten daher

¢ = —gms(01 + O,)
P2 = +gvmaM (0, —O,)

Durch Umkehrung der Transformation erhalt man

01 = Ci[VM o1 — Vmz s
O, = Cz[m¢1+\/m_2¢2}

Wenn wir unsere Losungen ¢; und ¢, in die Lagrangefunktion einsetzen, se-
hen wir, dass sie tatséichlich diagonal ist. D.h. es gibt keine Kreuzterme 0,0,
bzw. ©10,. AuBlerdem kann man leicht zeigen, dass Aj, den Massentensor
auf Diagonalform bringt.

N

sows — (Y () ()

\/ Mo vV M mo Mo M
2g°moa® [ Mmsy — mor/moM 0
2 0 Mm2 -+ Mo/ mgM
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Analog dazu:

ATEA = ¢*my < maMag 0 )

0 moMag
Somit lautet die Determinante:
det —aw?(Mmsy — mav/maM) + moMag 0
0 —aw?(Mmsy + moy/maM) +maMag

Daraus folgen die bereits bekannten Eigenwerte.

3.3 Der lineare Schwinger

Wir wollen ein besonders einfaches Beispiel eines Molekiils betrachten, das
aus drei Atomen besteht, die linear angeordnet sind.

M
m m
1 1
1 1 I
1 1 I
1 1 I
—='% | :
1 1
1 1
'X2 |
1
1

Abbildung 35:

Auflerdem nehmen wir an, dass nur lineare Schwingungen moglich sind. Die

Rubhelage sei xgo), xéo) und xéo).
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$§0) + &
Ty = $§0)+§2

vs = 2§ +&

M—)l‘l

Da unser Molekiil nicht in einem &ufleren Kraftfeld ist, haben wir zwei
Schwingungsfreiheitsgrade und die Translation als zusétzlichen 3. Freiheits-
grad. Die Translation konnen wir abseparieren, indem wir fordern, dass der
Gesamtimpuls des Molekiils Null ist.

3
i=1

g3

%inmi = 0 (Impulssatz)
i=1

~> E x;m; = const. = E x(o) -my
by — L i 7
i i

da Schwerpunkt festliegen soll. = Z(:cgo) +&)m;

daraus folgt aber Z m;& = 0

Diese Gleichung erlaubt uns, eine der Unbekannten im Prinzip zu eliminie-
ren. Im allgemeinen Fall kann man die Rotationsfreiheitsgrade nicht in dieser
simplen Weise abseparieren. Nur im Fall der kleinen Schwingungen ist dies
moglich. Um die Rotationen des Molekiils auszuschliefen, muss der Gesamt-
drehimpuls Null sein.

Im Allgemeinen ist der Drehimpuls nicht die totale zeitliche Ableitung ir-
gendeiner Koordinatenfunktion, durch deren Nullsetzen man ihn zum Ver-
schwinden bringen kann.

Abbildung 36:
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3= S il x ] = Ym0+ &) x ]

& x & (Klein von 2. Ordnung)
= _(0) + & (Kleine Schwingungen)

7
o= me(o)X£z dtzml4o &)

Damit M verschwindet, muss gelten:

Z mZ ) % & = const

Eine neue Bedingung, um eine weitere Koordinate zu eliminieren, jedoch oh-
ne Bedeutung fiir unsere linearen Schwingungen.

Aufstellung der Lagrange-Funktion:

kin. Energie T = %(fi +€2) + 75%
pot. Energie U

Fiir unser Beispiel nehmen wir den folgenden Potentialverlauf zwischen dem
Atom 2 und Atom 1 bzw. Atom 3 (U(x3 — 21) wird vernachléssigt ).

U = U($2—1‘1)+U(l‘3—l‘2)
a = I;O) — ng) = .Téo) — .T;O)

Wir entwickeln um die Gleichgewichtslage a.

d*U

da?

r=a

b 2 2
v - wiaprg{le-aP+ o -af

Damit erhalten wir fiir die Lagrange-Funktion L =T — U:
m, . : M . b
2@+ @+ 38 5{la-al+la-oP)
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cC

(x)

Abbildung 37:

1. Allgemeiner Losungsweg

a) Sdkulargleichung:
det(‘/;j — wg{MZ’j) =0

Zunichst bestimmen wir den Tensor V;; = 9°U/(9&;0¢;):

b
U = 5(522 + & — 266 + &+ & — 268)

b
= 5(25; + &+ & — 2618 — 26E5)
b —-b 0
0*U
082,08 ( 0 —=b b )

&1
U = (&&8) ( Vij ) ( gz )

Der Massentensor ist bereits diagonal:
m 0 0
0 0 m
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Damit lautet unsere Determinante:

b — mw? —b 0
det‘%j — CLJQMZ']" =0= —b 2b — Mu}2 —b =0
0 —b b — mw?

Subtraktion Zeile 1 - Zeile 3 und Addition Spalte 1 + Spalte 3, da
der Wert der Determinante sich unter diesen Operationen nicht
andert.

b — mw? —b 0
—b 20 — Mw? —b = 0
0 —b b — mw?

(b —mw?)((2b — Mw?)(b— mw®) —2b*) = 0
20* — Mw?b — 2bmw?* + Mmw* — 20> =
(b — mw*)w? (b(M + 2m) — Mmw?) =

w=10
Translation des Schwerpunktes, Losung da dieser nicht abge-

spalten wurde.

m(z1 + x3) + My
2m+ M

Ny = (Schwerpunktskoordinate)

Wg = -
m

Schwerpunkt in M ruht, die kleinen Massen schwingen sym-
metrisch zu M.

(c)

b(M + 2m)
Mm

Wao =

m und M schwingen in Gegenphase, aber so, dass der Schwer-
punkt ruht.

82



&= &

Abbildung 38:
m M m
- <O -
Abbildung 39:

2. Losungsmethode (Abseparation der Schwerpunktsbewegung)
Ausgangspunkt ist die Lagrange-Funktion:

. . . b
L=2@++ Ya- Hie-ar o -al)

Schwerpunkt:

Zmz‘fz‘:o ~ Eo = (& + &)

m
M
Damit eliminieren wir eine Variable in der Lagrange-Funktion.

2

. ) M . . b 2
L = 2@+& -5 (£1+£3)2‘§{[%(&+§3)+&

2 M?
+[%(gl+§3)+§3}2}
. . .o 2. :
= %(fl — &)° +m&iés + %%(fl +&3)°

—g{ [%(fl +&3) — 51}2 + [%(fl +&3) +53]2}
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M M

m m m m

o— e o= 0
Abbildung 40:

Da wir nur zwei Koordinaten haben, ergeben sich aus Symmetrie-
griinden eine symmetrische und eine antisymmetrische Losung. L "sung:

Ansatz:

O, = & —&s; O, = & + & (Schwerpunkt ruht)
@s+@a @a_@s @Z—@g
& = 9 ; 53:72 ; 51'53274
2
PUNY p— T ey m- - 2 T 2 _ N2
L 2@8+2M@a+4(@a o3)

_g{[%@ﬁw]n [m@ﬁmr}

Mit der Definition p = 2m + M folgt:

m: mop o briN2q2 , b
M—)L = _— 2 _ . — — _ —
465+4 M@“+<4<M> @“+4@s>

m - b mop b2
L = Mo _ P M K 2__(_) 2
465 468+4 M@a 4\ M .

Damit kann man sofort die Eigenfrequenzen ablesen, da wir zwei ent-
koppelte harmonische Oszillatoren erhalten.

b b b2m+ M)
2_ . 2:——:7
w m’ “a m M mM

mit den Normalkoordinaten

O, =& —&; Of = &1+ &3
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- -~

V4
1=N+1 2 3 4 N
1 1 1 1 : >X
X, X, X3 X, Xy
XN+1

Abbildung 41:

3.4 Modell des Festkorpers: Die lineare Kette

Wir betrachten ein Kristallgitter, wie z.B. NaC'l. Dabei interessieren wir uns
fiir die longitudinalen Schwingungen.

Der Abstand der einzelnen Atome in Ruhelage sei a. Aus Griinden, die spéter
klar werden, identifizieren wir das n + 1 Atom mit dem 1., d.h. wir schlie-
Ben die Kette zu einem Ring. Wir vereinfachen das Problem, indem wir glei-
che Massen annehmen. Aulerdem betrachten wir nur Wechselwirkungen zwi-
schen den néchsten Nachbarn. Die potentielle Energie ist proportional zum
Quadrat der Abstanddnderung, hohere Terme (Anharmonitéten) werden ver-

nachléssigt. Wir fithren nun die Ruhelage xl ) und die Auslenkung & (t) ein:

= :CEO) +&(t); w2 = xgo) +&(t) o w =2 + & (1)

Das Potential zwischen zwei benachbarten Atomen lasst sich damit darstel-
len:

X X
Un,n+1 = E(xn—l—l — Tn — a')2 = §(€n+1 - gn)Q
da( n+1 — 20 —a) = 0ist.

Unsere Lagrange-Funktion lautet jetzt:

—%i (o — 110)* + (23 — 12 — a)® ... (Tyy1 — TN — @)?
=5 2 1 3 — T2 (TN — N
Mit den effektiven Auslenkungen lautet die Lagrange-Funktion:
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N N
=5 38536 -6

Im Prinzip kénnen wir den allgemeinen Weg gehen:

Hier gilt jedoch:

Mpr = Moy, (diagonal)
kot = 2XO0nk — XOn k1

D.h. die Matrix k,; besitzt nicht nur Diagonalelemente, sondern auch Ele-
mente eine Reihe {iber und eine Reihe unter den Diagonalen. Die Eigenfre-
quenzen ergeben sich aus

det(—w*mpi + kpi) =0

und die Eigenvektoren zu

= Z Akacaeiwat = Z AkaQa

Das vorliegende Problem kann jedoch vereinfacht werden, da man sich aus
Symmetriebetrachtungen die Normalkoordinaten verschaffen kann. Hier wol-
len wir direkt den Ansatz machen und zeigen, dass dieser Ansatz L in eine
diagonale Summe verwandelt. Normalkoordinaten (Ansatz):

N
I M .
— ¥ E e2mcm/N§n
n=1

Dabei ist N die Zahl der Atome des Gitters (in linearer Kette) und M ist
die Masse der einzelnen Atome. Abkiirzung:

2
NL:a—ka
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a ist der Abstand der einzelnen Atome in der Ruhelage. Es lésst sich al-
so eindeutig jedem « ein k, zuordnen. Deshalb kénnen wir auch nach £,

klassifizieren.
N
M ikaan

Falls unser Ansatz richtig ist, muss er die Lagrange-Funktion in eine dia-
gonale Summe verwandeln. Dazu miissen wir die Transformation @ — &
umkehren. Dazu multiplizieren wir auf beiden Seiten der Gleichung mit

—ikal

a
1
VM-N k:Z ‘

==

\/ﬁ Z e—ilmﬁQk _ % Z eika(n—f)gn — . N& + % Z Z eika(n—()gn

=-x k,n n# l k
1 ” 1
tka(n—2) (g _ — —- . .
da N ]gn e (fird =n) = N k(g_g) 1& = v N-&

Die Summe « geht von 1 bis N, dagegen lauft k., von % bis 27” Da es sich
bei e** um eine periodische Funktion mit der Periode 27” handelt, kénnen
wir k£ durch k + %’r ersetzen und erhalten dieselben Q);. Die Gesamtzahl der
@y liegt zwischen £k und k + %’r Wegen der Symmetrie (da es sich um eine
Kette handelt), konnen wir o« = =5 + 1 bis @ = & (N gerade) summieren.
Die zweite Summe verschwindet, da sie auf diskreten Punkten (n — ¢) Wer-
te mit entgegengesetzten Vorzeichen auf dquidistanten Punkten durchlauft.
Man summiert dabei Werte auf dem komplexen Einheitskreis fiir n — ¢ =1
einmal iiber diskrete Punkte {iber 360 Grad, die sich wegheben. Fiirn—¢ > 1
lauft man (n — ¢) Mal iiber den Einheitskreis und die Summe verschwindet
ebenfalls. Das entspricht im kontinuierlichen Fall, dass

2w
/ ds sin nx
0

verschwindet, fiir jedes Integral iiber ein ganzzahliges Vielfaches einer Periode

(27 /n).

: 2 N N
kzezkaa(nf) — Némémit ]{;a = NLjunda = —5 + 1, A 5
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P A

Abbildung 42:

Damit kennen wir die Umkehrung;:

k+Z
1 a
—ikal
& = E e " Qx
vVMN —.
==
Qk — ezwkt
Wy muss noch berechnet werden

Beweis, dass unser Ansatz L diagonal macht:

N
R D SCTESTO I DY

kK n=1
N‘sk,k/
g g hier haben wir die beiden Summen vertauscht
k,k’ n=1
N g (aus den gleichen Griinden wie oben)

1 .y
bleibt also diagonal. Die potentielle Energie war gegeben durch
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U = XY (6 =) s — &)

1 N
= §X ;{§;+1€n+1 + g;kzgn - gzgn-l—l - 67*L+1€"}

Die beiden diagonalen Terme ergeben sich wie bei 7"

1 1

U = 5 T Z {2€i(k7k’)na . ei[knfk’(nJrl)]a . ei[k(nJrl)fk’n}a}Qsz/
k!
1 1 * i(k—k")na [ _—ik'a ika *
= Sxg {2 2NQIQk — D T (e 4 ) Qi Qw }
~———
2 v

2 cos(ka)

= U = % zk:{l — cos ka}QrQx
und mit der Beziehung 1 — cos ka = 2 sin® % folgt daraus:
2x . o ka
U= M ; sin? 7Qka

Das ist ebenfalls diagonal, und damit hat sich der Ansatz als richtig erwiesen.
Zur Bestimmung der wy benutzen wir die Eigenwertgleichung fiir Qy:

det(—wimags + kag) = 0

Da unsere Lagrange-Funktion diagonal ist, ldsst sich die Determinante als
einfaches Produkt schreiben:

Daraus erhélt man die Eigenfrequenzen:

wk:2“%

Und die Normalkoordinaten:

. ka’
sin —
2
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Qr(t) = Crexp

21'\/%@(1 (%t)]

Die Gleichung fiir die Schwingungsamplituden &, lautet:

= Re{\/— Z HQun) } = {\/— Z ettt - G

Um die Natur der Losung leichter zu verstehen, setzen wir alle QO = 0 bis
auf eine einzige Normalschwingung (w = wy). Wir erhalten dann also:

gn — Re ei(kanfwkt) _ 1

vVMN vVMN

Wie man sieht, handelt es sich um sich ausbreitende Wellen. Wir haben jetzt
eine anschauliche Bedeutung fiir die Grofle k& gefunden. k ist die Wellenzahl.

cos(k an  —wyt)

T

2m \ 2m it k. 2T N Y N
= - o= —-— mi = —; o= —— Y —
Ao Ka NA 2 2
Der Zusammenhang zwischen wy und k ist nichts anderes als das Dispersi-
onsgesetz fiir dieses System.
Wenn wir N immer gréfSer machen, werden die Schritte

2mo
ko = ——
N

immer kleiner und wir kénnen fiir N — oo zum Kontinuumslimes iibergehen.

oo 20}

Das Maximum des cos k(x—“tt) breitet sich mit der Geschwindigkeit vy, = “¢
in z-Richtung aus. (vy ist die Phasengeschwindigkeit) Fiir t = const. erhalten
wir die Auslenkung der einzelnen Atome aus der Ruhelage als Amplitude der
Welle. Fiir kleine Wellenzahlen £, d.h. also fiir grole Wellenldngen kénnen
wir wy, entwickeln:
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Abbildung 43:

R CREC R

In erster Naherung erhalten wir also:

wk:”%wk

Wir sehen, die Wellengeschwindigkeit héngt linear von der Wellenzahl ab
(z.B. elastische Wellen, Akustik). Es gibt dann keine Dispersion, die Pha-
sengeschwindigkeit ist unabhéngig von der Wellenzahl (genauer: sie ist eine

Konstante).
== [ X
Tk M

Bei elastischen Wellen gilt nach der Kontinuumstheorie w = ¢ - k. Bei sehr
langen Wellen A >> a erhélt man hier dasselbe Resultat. Bei kurzen Wellen
A = a ergeben sich Abweichungen, sobald A in die Groflenordnung der Git-
terkonstanten kommt. Hier wird die Tragheit des Mediums grofler, wy also
kleiner.
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3.5 Lineare Kette mit verschiedenen Massen

Ein realistischeres Modell fiir den Festkorper, z.B. ein NaC'l-Kristall, ist eine
lineare Kette mit zwei unterschiedlichen Massen.

N/2
T = _MZ§2n+ 5m Z £2n+1

N/2

U = —XZ [ Eon — Eant1)? + (Eon — En1)”

Auch hier ist nur das Potential zwischen den néachsten Nachbarn berticksich-
tigt. Zur Vereinfachung fithren wir neue generalisierte Koordinaten ein.

Na Cl Na Cl
O I
O .
Cl Na Cl Na
m M m M m

e
Abbildung 44:

Hier sind es im Gegensatz zu vorhin noch nicht die Normalkoordinaten. Wir
definieren zwei verschiedene Klassen von Koordinaten:

+2a

€2n — l zlanQk
+2a

Sony1 = \/ Z e thalnt R,

Dieser Ansatz reduziert das Problem der Losung von N gekoppelten Diffe-
rentialgleichungen mit N Unbekannten auf die Losung von N Differential-
gleichungen, von denen jeweils 2 gekoppelt sind, mit jeweils 2 Unbekannten.
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Unser Eigenwertproblem reduziert sich also auf 2 x 2 Matrizen. Ganz allge-
mein: Sind in einer Zelle des Kristalls s-Freiheitsgrade gekoppelt, so haben
wir ein s X s Problem zu 16sen. Das Problem ist ganz analog zu 3.4:

1 . .
T = 5;(Q2Qk+RZRk)

U = oX ; [MQka + ERkRk — W<QkRk + R;Qy) cos ka]

Die Determinanten unserer % Matrizen haben jeweils die Form

d€t|/{7ij — ml-jwi\ =0
Diese Determinante lautet

a) Massentensor m;; ist diagonal

b) Kraftkonstantentensor

2x —-2X_coska
kzj — —2XM k m]‘g_x
T coska X
T T
Eo—=
2a + 2a
2 _ (2 — -2 coska
det —%( k QQM 2
77 coska X —w
4y? 2 2 4y?

Wiy = mLM{mjLMj:\/(m—i—M)?—élmMsinZka}

Wir erhalten also fiir jedes k zwei verschiedene Eigenfrequenzen, d.h. das
Frequenzband wird aufgespalten. Beispiel: M = 2m.

Gemifl der obigen Dispersionsrelation fiir die 2-atomige Kette, spaltet sich
das Frequenzband in zwei Bander auf. Das untere reicht von w = 0 bisw = QMX,
das obere von w = %X bis w = sx";j—]\y. Das untere ist das akustische, das
obere wegen der hoheren, auf optischem Wege anzuregenden Frequenzen das

optische Band. Im realen 3-dimensionalen Gitter gibt es mehrere optische
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Abbildung 45:

- =

EZn E 2n+1

Abbildung 46:

und akustische Bénder. Physikalische Bedeutung der beiden Normalschwin-

gungen:
2 .
€2n _ Z e—zlmZan
V NM -
2 )
€2n+1 _ Z efzkaQan
V Nm -

Wir berechnen das Verhéltnis %: aus der Gleichung

> {—wmi + kA =0, Qa=Ae Qi=Qr Q=R
j=1
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Fiir eine vorgegebene Frequenz erhalten wir zwei homogene Gleichungen fiir
Aj ~ QZ
R

1
Qr M x cosk, M x — §mwz
Ry, m x—%ng m x cosk,

Wenn wir den unteren Ast nehmen, dann ist w? < QWX und < %X Damit

haben @), und R, dasselbe Vorzeichen, d.h. die beiden benachbarten Massen
schwingen in Phase. Auch wenn die beiden Ionen geladen sind, wird kein
Dipolmoment erzeugt (Schallwellen). Im oberen Zweig hat

2
Wy > —
K m

Daher haben hier @)}, und R}, verschiedene Vorzeichen, die benachbarten Ato-
me schwingen gegeneinander. Im Fall von NaC'l haben sie entgegengesetzte
Ladungen und es wird daher ein Dipolmoment erzeugt, welches schwingt.
Dies ist daher der optische Zweig.
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