Anhang A

Dirac’sche Delta-Funktion

Die Dirac’sche Deltafunktion wurde 1927 von Dirac eingefiihrt, aber erst im Jahre 1950 von Schwartz in seiner
Distributionstheorie mathematisch exakt als Limes einer Funktionenreihe erklért.

A.1 Eigenschaften der /-Funktion
1 6(x—m) =0 fiir # # a0
2. [720(x —mo)dw =1 fiir 21 < mp < w2
3. [7 f(@)é(x — wo)dw = f(xo)
4. 7 [ (@) (z — wo)dw = —f'(x0)
5. 0(f(2)) = zri— 8( — 20)

dz lz=x0
Die §-Funktion schlieft mit der Achse also die Fliache 1 ein und ist nur in einem Punkt verschieden von Null.
Mathematisch erklért ist die d-Funktion als Grenzwert einer Folge von Funktionen, die alle die Fliache 1 ein-
schlieBen und deren von 0 verschiedener Bereich iiber einem immer enger werdenden Intervall liegt.

Beispiel fiir eine d-Funktion ist der Limes einer Reihe von Gaufi’schen Glockenfunktionen (Abbildung A.1 und
A2):

_(z—=g)?

0(x — xo) = lim

1
a—0 a\/7_T ¢
Auch schon in der klassischen Physik wird die d-Funktion z.B. zur Lokalisation einer Punktladung und ihre
Ableitung zur Festlegung eines elektrischen Dipols benutzt.
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Anhang B

Entwicklung in ein Orthogonal-System

Ein System von Funktionen u,(z) ist orthogoanl iiber einem Intervall [a, b], wenn:

b
/ up () up (z) dz = b (B.1)

(Orthogonalitétsrelation fiir ein Intervall [a, b])

Fiir einen kontinuierlichen Index normiert man auf Delta-Funktionen:

/OO up () u(x) de = 5(k — k') (B.2)

(Orthogonalitétsrelation)

Ein Funktionssystem u,(z), das zur Approximation einer Funktion f(z) benutzt wird,

N
f(x) - Zanun(m)

ist vollstdndig, wenn fiir die Grofle
b N
My = / 1f(2) =) an un(@)? da
a n=1
gilt:

AV >Ny — My <e)
€e>0 Ny

d.h. f(z) wird durch das System w,(x) mit den Gewichten a,, im obigen Sinne beliebig genau approximiert:

f(:r) = Z QAp un(x)

Wende darauf von links an:
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—

b (B.1)
/ ul (2) f(z)de = Zan5m7n:am

Damit sind die Koeffizienten a,, gewonnen und wir kénnen einsetzen in f(z):

~

—
8

~—
I

Zanun(z)
b oo
@ = | dz'<2uz<z'>un(z>> 1)

n=1

Das bedeutet aber nach Eigenschaft 3) der J-Funktion (siehe Anhang A):

Z ul (2) un(x) = 6(x — 2') (B.3)

(Vollstéandigkeitsrelation fiir diskreten Index)

Fiihrt man einen kontinuierlichen Index k ein, so erhélt man:

/ up (') ug(z) dk = 6(x — ') (B.4)
(Vollsténdigkeitsrelation)

B.1 Beispiel:

Das System der ebenen Wellen

ug(z) = C e
bildet ein vollstéindiges System, wie man durch Einsetzen in (B.4) nachweisen kann. Wir berechnen hier die Nor-

mierungskonstante C' und bestéitigen gleichzeitig, dass (B.4) gilt und damit die ebenen Wellen ein vollstéindiges
System bilden.

Wir integrieren iiber (B.4) mit [ da:

/d:z:/ Ce‘ikl/Ceikldkz:/ drd(z —2') =1

Das Integral iiber x (nicht iiber z’!) wird ausgefiihrt:

o 1 ) Nk
1 = / dk C* C — [ezk(mx )}
—co ik .
> 1 I o
= / dk C* C = . |¢tk(@2—a’) _ j—ik(z1—2)
—oo ik
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Zur Auswertung der beiden Integrale benotigen wir den Residuensatz. Wir schlagen folgenden Integrationsweg
ein:

AufBlerdem heben wir den Pol P noch um das Stiick ¢, d.h. wir setzen:

k=Fk+ie

Damit erhélt die Integration keinen Beitrag, weil die entstehenden Zusatzterme fiir K — oo gegen 0 gehen, wenn
wir den oberen Halbkreis durchlaufen.

/'y Im (k)

\

* Re (k)

Abb. B.1:

Mit dem Residuensatz ergibt sich:

> 1 . , 1
/ dk o eh@2=2") — Z omi = og
_ 1

o0

~

Das Integral iiber den unteren Halbkreis verschwindet, weil dort kein Pol liegt!

= 1=27C*C = 27|C|?

Die Normierungskonstante C' hat den Wert

1
C = —
V2m
1 .
E uk(x) = \/% ezkx
ist ein vollstéindiges Orthonormalsystem. q.e.d.
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Anhang C

Konfluente hypergeometrische DGL

Behauptung:
Eine Losung der Differentialgleichung

yf"y)+(c—y) f'ly) —afly) =0 (C.1)

ist die Funktion

fly) = 1F1(a; ¢ )

wobeil definiert ist

ay ala+1)y® ala+1)(a+2)y’
Flaecy=1+-2 4227 27 7
1F1(a; ¢ y) + T + clc+1) 2! + clc+1)(c+2) 3!

oder, mit der Konvention:

(a)o = 1
(a)y = ala+1l)...(a+v—-1)
o) a)u v
1Fi(a;ciy) = 2 ((C)u %

y i) = ) DTSy, @y

|
v=0 (C)V v: v=—1

wobei im letzten Schritt v durch v + 1 ersetzt wird, gleichzeitig aber bei -1 angefangen wird zu summieren
(dieser erste Term verschwindet).

cf/(y> = ch(a>y yv: (
v=0 :

() v

-y f'ly) = *i(a)”g

—afly) = *Za(a)y%

Die Addition dieser Terme miisste Null ergeben. Wir schauen uns nur eine Potenz von y an. Wenn fiir diese die
Addition Null ergibt, gilt das fiir alle Potenzen, also fiir die ganze Summe!
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(y P+ el(y) -y ) —a f(y>)

= i(a)yi<(y+1)a+y 1 +(1/+1)M L Va)

= (c)y V! c+v (v+1) c+v (v+1)
B i(a)yy_” av+v:+ca+cv—cv—v?—ca—va
B = (c), V! c+v
= 0 q.e.d

Damit ist nachgewiesen, dass 1 F1 (a; ¢; y) eine Losung der konfluenten hypergeometrischen Differentialgleichung
(C.1) ist. Eine homogene Differentialgleichung’ hat aber zwei linear unabhingige Losungen. Die allgemeine
Losung erhélt man durch Linearkombination dieser linear unabhéngigen Losungen.

fly)=D11F1 (a; ¢; y) + D2 yl_c 1Fila—c+1;2—¢y) (C.2)

Die Bestétigung des zweiten Teils der Losung erhilt man wieder durch Einsetzen der Potenzreihe.

Wichtige Spezialfille von 1 Fi (a; ¢; y):

l.a=-n;n=0,1,2,...

= 151 (a3 5 y)
= 1k (-ncy)
B 7ﬁg+n(n—1)y_2+ (—)" nn—1)(n-1)...1 y"
B c1l cle+1) 20 77 cle+1)(c+2)...(c+tn—1) n!
Da irgendwann der Faktor (n — n) im Zihler auftaucht, bricht die Potenzreihe ab. Fiir a = —n ist also

1F1 (—n; ¢; y) ein Polynom der Ordnung n.

2. y — Foo:
Fiir y — $o0 geht 1 F} (a; ¢; y) iiber in:

a) yotooiFi(a;cy) = 11:22)) e’ yte
b) Yy——00 1F1 (a’a c y) = F(l;(f)a) | |7a

Zur Gammafunktion I'(2):
Die Funktion I'(z) ist eine Erweiterung der Fakultit (n!), die nur fiir positive ganze Zahlen definiert ist,
auf die komplexe Zahlenebene. I'(2) ist eindeutig definiert durch die Funktionalgleichung

2I(z) =T(2+1)

den Zusammenhang mit der Fakultét

F'(n+1)=n!

und der Forderung, dass sie in einem Einheitsintervall auf der positiven reellen Achse regulir sein muss.
P hat Pole an den Stellen z =0, —1, —2, ..., denn

12. Ordnung
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M'z+1) T'(z+2)  T(z4+n+1)
z 2(z+1)  z2(z+1)...(2+n)

Der Pol bei z = —n hat das Residuum (man benutze I'(1) = 1):

()"

n!

. Laguerre’sche Polynome:
Diese sind definiert mit:

(n+m)!
nlm!

LM (y) = Fy (=n; m+1; y)

Auch hier handelt es sich wieder um Polynome, da a eine ganze Zahl ist. Die Laguerre’schen Polynome bil-

den ein vollstédndiges Orthonormalsystem auf dem Intervall (0, co) mit der Belegungsfunktion (Gewichts-)
e Y.

. Hermitesche Polynome:
Auch diese kann man mit der Konfluenten 1 F (a; ¢; y) definieren:

2n)! 1
Hon(y) = ()" (L') 171 < — 5 y2> (gerade Hermitesche Polynome)
n!
2 1)! 3
Hoypnt1(y) = (&) w 2y 1 Fy <— 5 y2> (ungerade Hermit. Polynome)
n!

Sie sind ein vollstindiges Orthogonalsystem iiber den reellen Zahlen ({(—oo, +00)) mit der Belegungsfunk-
tion e~¥".

Ho(y) = 1
Hi(y) = 2y
2y2
Ho(y) = 2<IIH>4y22
2
Hs(y) = 6~2y<1§y2>8y312y

Man kann die Hermiteschen Polynome auch erzeugen durch Differenzieren einer Erzeugenden:

2 d” 2
Hn(y) = (=)" € dy e’
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Anhang D

Clebsch-Gordan-Koeflizienten

Spezialfall: s = %
In diesem Spezialfall liefl sich |jm) als Linearkombination von zwei Vektoren schreiben:
) 111 1. 11

1 1 1 1. 1 1
Hem+ 5.5 =3¢ (%Jlmw 3 m)

Dafiir schreiben wir abkiirzend:

1
[ = m 2, 5) €+ bt 5, —2) 0"
Anwenden von j2:
L ) - 11 . 1 1, .
R+ Dljm) = Plm— 5, 5)CF + Plm+ 5, —5) C
22 2" 2
Von links mit (m — 3, 3| bzw. (m + 3, —1| multiplizieren:
11 11
K20+ 1 + R _ - = +
iG+HC <m 5 5 lm=5,5)C
114, 1 1\
+<m§7§|J |m+§7 §>C
1 1 11
2 0 — 2 +
1 = = -5
iG+1ncC <m+2, 5 77 Im 2,2>C
1 1. 1 1
115 1IN -
+<m+2,2blm+2,2>

Das ist das Gleichungssystem zur Bestimmung von CT und C~; als Matrizengleichung (Eigenwertgleichung)
sieht es so aus:

(W LoRm =4, B m =%, 1 m+ 5, 1) ><c+)
(m+ g, =3 |Pm+ g, —3) (m+ 5. 5 [Plm+ 5. —3) )\ €
2 .. ct
= ji+2) | -

A-C=1j(+1)C
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Das Problem bei der Diagonalisierung dieser Matrix liegt nur noch in der expliziten Berechnung der Elemente.
Dazu bemerken wir: j2 zerfiillt beziiglich des Systems |m — %, X} in einen diagonalen und einen nichtdiagonalen

Term.

P=P+F+20. s, +0,s_ +0_s,

diagonal

Damit sehen wir sofort in der Hauptdiagonalen:

1 1 - 11
m7_7_|.;2|m7_7_
2" 2 2" 2

11 11
<m+§’ —3lTm s ‘§>

nichtdiagonal

3 3 1
_ 2,932, 92 1) 52
= L+ 1)k +4h +4h <m+2>ﬁ

H&lt man sich vor Augen, dass ein von Null verschiedenes Ergebnis in der Nebendiagonalen nur dann zu erwarten
ist, wenn s; auf | — 1) oder s_ auf |4) operiert, so ist klar, dass iibrig bleibt:

11 1
<m 9 |£*S+|m+_ai

2’2 2

1

2 2

1 1
<m+ Y _5 |€+S—|m_ -t

Dabei haben wir benutzt (vgl. 6.2) fiir £ # 0:

1
- = B2
2>

1 _ 2
2

1
Gm—2) = F
+|am 2>

()

1 1
<€+m§+1> |€,m+§>

1
L_|t,m+=) = h
2
1 1
stl—5 = hl3)
1 1
S_|+§> = h|_§

Dann lautet die Gleichung:

04+1)+ 3+ (m—3)
\/(€+m+%)(€fm+%)

1
<€+m+§>

|£a m_§>

1
- S |
Y4 <m+2>+

\/(f—m-i-%)(ﬁ—i-m-i-%)
((+1)+2—(m+3)
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Auf beiden Seiten haben wir h? weggelassen. Die Sikulargleichung zur Bestimmung von j heift:

W+ + L +m—p J—m+He+m+d)
J+m+1)(—m+1) (+1)+L—m—p

A (met) -0
) -

1 1
= p = :F<€+§> +W+1)+Z

(f)(f)

Setzen wir fiir ;1 wieder j(j + 1) ein, so haben wir erhalten:

Jj+1)= <£+%> T <£+%>

Wir suchen die positiven Losungen dieser Gleichung. Sie lauten hier, wie man sich sofort iiberzeugt:

E(f—l—l)—i—i—u] —m2—<

00+1) +

»PI»—

I

. 1
jio= {4+ 5
. 1
J2 o= L— B
Das bedeutet, dass der Bahndrehimpuls genau zwei Mo6glichkeiten hat, mit dem Spin s = % zu einem Gesamt-

drehimpuls zu koppeln. Eine Ausnahme ist der Fall £ = 0. Dann ergibt namlich die Anwendung von ¢4 stets 0
und das alte System ist zugleich Eigensystem des Gesamtdrehimpulses.

Setzen wir j; = £ + % in die Matrizengleichung ein, so erhalten wir zur Berechnung der Clebsch-Gordan-

Koeffizienten:
1 1 1 _
{€(€+1)+Z+m}0++ <€—m+§> <l+m+§>c

((+3) (=)}

Die zweite Gleichung ist linear abhéngig, bringt also nichts Neues.

Umformungen:
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1 11 1
+ - - — _—_—, = = —
cT = C’<€,2,€+2|m 2,2,m> N €+2+m
_ 1 1 1 1 / 1

1 1 11 1 1
{Gm, jm) = ct’ <m—,—|m—,—>+c_2 <m+ , —=|m

2’ 2 ) 272
1 1
2 1 2 1
1 = N €+§+m +N £+§—m
= N2(20+1)
Ergebnis:
1 1 11 (+lim
clv, =, ¢+ = _ - Z _ 2
(’2’ +glm 2’2’m> 20 +1
1 1 1 1 i+l _m
cle = ¢+= - = N R B
<’2’ tglmts 2’m> 20+ 1

Wer Lust hat, kann den Fall j = ¢ — % selbst ausrechnen.
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