10
1.3 Die Lagrange Bewegungsgleichungen

Auch in diesem Abschnitt behandeln wir wieder das System bestehend aus N Massen-
punkten, deren Bewegungen durch k£ Zwangsbedingungen eingeschrinkt sein sollen. Hier
interessieren wir uns aber nicht fiir die eventuell auftretenden Zwangskréfte sondern wol-
len lediglich die zeitliche Entwicklung des Systems, also die Bewegung der Massenpunkte
bestimmen. Dazu nehmen wir an, dass es uns gelungen ist einen Satz von 3N — k genera-
lisierten Koordinaten zu bestimmen. Mit diesen generalisierten Koordinaten ¢q; ...qgsy_k
kénnen wir dann alle Konfigurationen des Systems, also alle Positionen der Teilchen 77,
definieren, die mit den Zwangsbedingungen vertriglich sind. Wir miissen dazu nur an-
geben wie sich die Ortsvektoren der einezlnen Teilchen als Funktion der generalisierten
Koordinaten bestimmen lassen

Ti(qu, - G3v—k, 1) - (1.34)

Wir lassen dabei den Fall zu, dass die Zwangsbedingungen rheonom also zeitabhingig
sind, was natiirlich dazu fiihrt, dass auch der Zusammenhang, wie man die Ortsvektoren
7; bei vorgegebenen Werten fiir die generalisierten Koordinaten auszurechen hat, von der
Zeit, abhéngt. Dies wird dadurch dargestellt, dass die Funktion 7; in (1.34) explizit von
der Zeit abhéngt. Ausserdem werden sich natiirlich bei einer Bewegung des Systems die
Werte der generalisierten Koordinaten ¢; mit der Zeit &ndern, so dass die totale Ableitung
eines Ortsvektors 7; nach der Zeit, das ist ja gerade die Geschwindigkeit ©; des Teilchens
1 berechnet wird mit

DU, dn snzk o, dqj or;
e Z < 9, dt T Bt
Sn_k 8r, GF

= Z Qi+ - (1.35)

Die virtuellen Verriickungen, die mit den Zwangsbedingungen vertréglich sind, lassen sich

dann darstellen in der Form
3n—k 8,,—,;

or; = —0q; . 1.36
; 8Qj q] ( )

Dabei bezeichnen die dg; beliebige infinitesimale Anderungen der generalisierten Koor-
dinaten g;, da ja nach der Definition der generalisierten Koordinaten, diese keinen Be-
schriankungen unterliegen.

Wir multiplizieren nun die Bewegungsgleichungen der einzelnen Teilchen ¢ (siehe (?7))
mit dem zugehorigen Element der virtuellen Verriickung und addieren diese Gleichungen
iiber alle Teilchen i des Systems. Dies liefert uns:

S mifior, = Y Fior + 30 RV (137)

Wegen des D’Alembertschen Prinzips (??) verschwindet der zweite Term auf der rechten
Seite dieser Gleichung und wir kénnen mit Hilfe von (1.36) diese Gleichung umschreiben
in

7 87“, ('37“Z
= Zmzrz ]

2 b
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d ., O} ., d Or;
= zz {% (mma—qj) — mm%a—q]} dq; - (1.38)

Die zweite Gleichung kann man leicht durch Zurckrechnen unter Anwendung der Produkt-
regel fiir die Zeitableitung verifizieren. Da auch der Vektor 07;/0¢; von den generaliserten
Koordinaten g, und explizit von der Zeit abhingen kann, ist

Oy R, 00
dt an N 8q]-8qk dt ot 8(]j

or; . 87‘}
N 8q‘7 {Z (9qk 8t }

= 7. (1.39)

Bei dem Ubergang zur letzten Zeile haben wir die erste Zeile von (1.35) benutzt. Aus der
zweiten Zeile dieser Gleichung (1.35) liest man ab, dass gilt:

o, _ or
Ll (1.40)
0q; 9
Setzt man die Ergebnisse von (1.39) und (1.40) in die Gleichung (1.38) ein, so ergibt sich
unter Benutzung von 7; = #j;:

—' 87‘1 _ d 5 817, o 8’171
Z =2 {dt (m,vz 5(1}') "B, } %%

_ d o (1 0 (1
= z{dt 90, ( m,vz> ~ % (imzvz)}&q]. (1.41)

Auch in diesem Fall verifiziert man den Ubergang zur zweiten Zeile der Gleichung am
einfachsten dadurch, dass man zuriick rechnet. Die kinetische Energie des Systems ist ja

gegeben durch
1
T=) §m117;2

Ausserdem wissen wir, dass die infinitesimalen Verschiebungen dg; beliebig sein kénnen.
Also gilt die Geichung ins besondere auch wenn nur ein Element, dg;o von null verschieden
ist. Dies bedeutet, dass wir aus (1.41) folgern kénnen:
40T O 07
dtdq; Og; — " 0g;

=Q;. (1.42)

Dabei bezeichnen wir ();, also di e Kraft, die wirksam wird, wenn die generalisierte Ko-
ordinate g; verdndert wird als “ Generalisierte Kraft ”

Zur weiteren Sperzifizierung dieses Begriffes der generalisierten Kraft wollen wir zwei Fille
betrachten:

e Zunéchst einmal den Fall eines konservativen Kraftfeldes, bei dem die Kraft auf
ein Teilchen ¢ durch den Gradienten eines Potenzials, bezogen auf die Koordinaten
dieses Teilchens 7 berechnet wird, also:
or;
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In diesem Fall berechnet sich die generalisierte Kraft

_ OF; v or, oV
Q] i an' i 87"2- an' aq]' ( )

Wenn man also das Potenzial fiir die mit den Zwangsbedingungen vertrédglichen
Positionen der Teilchen als Funktion der generalisierten Koordinaten ¢; darstellt,
so ergibt sich die generalisierte Kraft aus der Ableitung des Potentzials nach der
entsprechenden Koordinate g;.

e Man kann dieses Konzept von Kréften, die durch Potenziale definiert sind aber
auch noch erweitern auf bestimmte Kréafte, die von Geschwindigkeiten abhéngen. In
diesem Fall nehmen wir an, dass eine Potenzialfunktion V' als Funktion der genera-
lisierten Koordinaten g; un der zugehdrigen Geschwindigkeiten ¢; gegeben ist. Die
geschwindigkeitsabhéingige Kraft sei dann definiert durch

Qi=—a-—2— (1.44)

Es ist klar, dass dieser Fall eine Verallgemeinerung des konservativen Kraftfeldes
darstellt. Fiir den Fall, dass V' nicht von ¢; abhiingt reduziert sich ja (1.44) auf den
Fall (1.43). Wir werden aber am Ende dieses Abschnittes sehen, dass mit der Ver-
allgemeinerung von (1.44) auf geschwindigkeitsabhingige Krifte auch der wichtige
Fall der Lorentz Kraft, also der Kraft eines Magnetfeldes auf eine bewegte Ladung,
erfasst wird.

Setzt man nun die darstellung der generalisierten Kraft fiir den allgemeinen Fall von (1.44)
in (1.42) ein, so erhilt man

doT 9T dov v

dt 8(]] 8q]- N dt aq] 8qj ’
oder auch

i(’?(T—V) B oT —-V)

dt 8qJ an
Definieren wir also die Lagrange Funktion als Differenz aus kinetischer Energie des
Systems T und der potenziellen Energie V:

=0. (1.45)

L=T-V, (1.46)

so konnen wir die Differenzialgleichungen (1.45) kompakt schreiben in der Form der

Lagrange Bewegungsgleichungen 2.Art:

Diese Gleichung gilt fiir alle 3N — k generalisierten Koordinaten. Die Losung dieser Glei-
chungen liefern zusammen mit den Anfangsbedingungen fiir die Bewegung des Systems
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ein Ergebnis fiir die Werte der generalisierten Koordinaten ¢;(¢) als Funktion der Zeit. Da
wir iiber (1.34) aus den aktuellen Werten fiir die generalisierten Koordinaten die Ortsvek-
toren fiir die einzelnen Teilchen 7; berechnen kénnen, ist damit das Problem, die zeitliche
Entwicklung des Systems zu beschreiben geldst.

Wir fassen also noch einmal die Schritte zur Beschreibung des Systems mit Hilfe der
Lagrange Bewegungsgleichungen zusammen:

e Bestimme fiir das System aus /N Teilchen mit £ holonomen Zwangsbedingungen
einen Satz von 3NN — k generalisierten Koordinaten.

e Berechne die kinetische Energie 7' und das Potenzial V' als funktion dieser generali-
sierten Koordinaten g; und der zugehorigen Geschwindigkeiten ¢;. Dabei entspricht
im Fall von konservativen Kriften das Potenzial V' der potenziellen Energie des Sy-
stems. Bei geschwindigkeitsabhiingigen Kriften, hingt auch V' von den Geschwin-
digkeiten ¢; ab und die generalisierten Krifte ergeben sich aus V' entsprechend der
Gleichung (1.44).

e Aus der Differenz 7' — V = L erhélt man die Lagrange Funktion und kann die
Lagrange Bewegungsgleichung zweiter Art (1.47) aufstellen.

e Die Losung dieser Bewegungsgleichungen liefern zusammen mit Anfangsbedingun-
gen (g;(t = 0),¢;(t = 0)) die Werte fiir die generalisierten Koordinaten fiir alle
Zeiten.

e Uber (1.34) sind damit auch die Positionen der Teilchen des Systems bestimmt.

Wir haben in diesem Abschnitt die Lagrange Bewegungsgleichungen zweiter Art aus den
Newtonschen Bewegungsgleichungen unter Benutzung des D’ Alembertschen Prinzips her-
geleitet. Wir wollen uns nun davon iiberzeugen, dass man andererseits auch aus den
Lagrangeschen Bewegungsgleichungen die Newtonschen Bewegungsgleichungen herleiten
kann. Als einfaches Beispiel betrachten wir dazu ein einzelnes Teilchen der Masse m, das
sich ohne Zwangsbedingungen in einem konservativen Kraftfeld, das durch ein Potenzial V'
definiert ist, bewegt. Da keine Zwangsbedingungen vorliegen kénnen wir die kartesischen
Koordinaten des Teilchens als generalisierte Koordinaten benutzen. Das bedeutet

¢ =x; ={z,y,2z} fir i={1,2,3}.

Die kinetische Energie ist dann gegeben durch

1
und .
L=T-V= imZaézQ V(z;)
Daraus ergibt sich fiir
oL 0T
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und 4 oL
5oz, mi; . (1.48)
Andererseits gilt
oL ov
=— . 1.4

Bringt man diese Ergebnisse von (1.48) und (1.49) in die Lagrangsche Bewegungsgleichung
(1.47) so ergibt sich

. ov
ma; = — ,
! 8.TZ
beziehungsweise in Vektorschreibweise
mF = —6‘/,

also gerade die Newtonsche Bewegungsgleichung fiir ein Teilchen im konservativen Kraft-
feld.

Als zweite Anmerkung wollen wir zeigen, dass die Definition einer geschwindigkeits-
abhéngigen Kraft nach (1.44) insbesondere die Wirkung eines elektromagnetischen Feldes
auf ein geladenes Teilchen umfasst. Wir betrachten dazu die Bewegung eines Teilchens mit
der Ladung e in einem elektromagnetischen Feld, das durch die Potenziale ®(7) und A(7)
definiert ist. Aus diesen Potenzialen berechnen sich die elektrischen und magnetischen
Felder durch die Beziehungen

E=-V®d ud B=VxA. (1.50)

Das geladene Teilchen bewege sich ohne weitere Zwangsbedingungen, so dass wir wie-
der die kartesischen Koordinaten als generalisierte Koordinaten des Systems heranziehen
kénnen. Wir betrachten die Potenzialfunktion

V(2,y, 28,5, 2) = ed(7) — eA(7) - 7, (1.51)

die offensichtlich von den generalisierten Koordinaten (z, v, z) und den zugehérigen Ge-
schwindigkeiten abhingt. Mit der allgemeinen Beziehung (1.44) kénnen wir nun die ge-
neralisierte Kraft (); in Richtung der Koordinate ¢; = = berechnen zu

oo VAW
T oxr  dt Oz
ob . 9A d
= T el T2 1.52
eax—}-er 9 edtw (1.52)

Es soll nun gezeigt werden, dass die beiden letzten Terme in dieser Gleichung gilt

. 0A
eF-a——eiAx,

o0x dt

mit der z-Komponente von
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identifiziert werden kann. Dazu schreiben wir diese z-Komponente explizit aus

-,

(?XB’)I = (VxA 6 Ay

-l (z%i)

_ 04y, oA A, 04, 04,
_ya a a a Yoy 92
.04 d
= r.——-—A;
ox dt

womit die Behauptung bewiesen wire. Damit kénnen wir also (1.52) umschreiben in
F, = —e(ﬁ@) +6(7'7>< E)
= eE,+e (FX E) . (1.53)
Die generalisierte Kraft F,, fiir das geschwindigkeitsabhingige Potenzial aus (1.51) ist also
gerade die x-Komponente der Coulombkraft plus der Lorentzkraft auf die bewegte Ladung

e. Natiirlich verlduft der Nachweis fiir die anderen kartesischen Komponeneten F, und F,
entspechend.



