16

Y
Z

Abbildung 1.1: Sphdarisches Pendel

1.4 Anwendungsbeispiele zum Lagrange Formalismus

1.4.1 Sphérisches Pendel

Als ein erstes Beipiel betrachten wir die Bewegung eines sphérischen Pendels im Schwe-
refeld der Erde. Dabei handelt es sich um eine Stange der Lénge [, deren Masse wir
vernachlissigen konnen und eine Punktmasse der Masse m. Das eine Ende der Stange
ist im Koordinatenursprung befestigt, am anderen Ende befindet sich die Masse m. Die
Stange sorgt also dafiir, dass sich der Massenpunkt auf einer Kugelschale mit dem Radius
! um den Koordinatenursprung bewegen kann (siehe auch Abb 1.1).

Es liegt also nahe, den Ortsvektor des Massenpunktes durch Kugelkoordinaten (r, 6, ¢)
zu beschreiben. Die Zwangsbedingung, die durch die Stange realisiert wird, legt dann die
Koordinate r = [ fest, wihrend die Winkelkoordinaten als freie generalisierte Koordi-
naten des Systems betrachtet werden konnen. Um den Lagrange Formalismus anwenden
zu konnen miissen wir zunédchst einmal die kinetische Energie des Systems als Funkti-
on der generalisierten Koordinaten (0, ) und der zugehorigen Geschwindigkeiten (6, ¢)
berechnen. Dazu benétigen wir die Darstellung der Geschwindigkeit in Kugelkoordinaten

[sin @ cos ¢
v = — | lsinfsingp
dt lcosf

[ cosBcosp —sinfsin g
= (0| cosfsing | +Ilp| sinfcosp
—sinf 0

= 10éy + Isin e, . (1.54)

Dabei bezeichnen €5 und €, die Einheitsvektoren der Kugelkoordinaten. Da diese Vektoren
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orthonormal sind, ergibt sich fiir die kinetische Energie
1 1 .
T = §m172 = §m12 (92 + ¢* sin? 0) . (1.55)
Wir sehen also, dass die kinetische Energie sowohl von den Geschwindigkeiten 0 und ©®
abhéngt aber dariiber hinaus auch von der generalisierten Koordinate 6.

Auf die Masse des sphérischen Pendels m soll die Schwerkraft wirken und das Koordi-
natensystem sei so ausgerichtet, dass diese Schwerkraft parallel zu z-Achse wirkt. Dies
bedeutet, dass wir das zugehorige Potenzial mit der Konstanten g fiir die Erdbeschleuni-
gung schreiben kénnen
V=—mgz=—mgl cosf.

Damit ergibt sich die Lagrangefunktion zu
mi?

2
Wir betrachten zunéchst die Lagrangesche Bewegungsgleichung fiir die generalisierte Ko-
ordinate ¢ und berechnen dazu:

d OL

L=T-V= (92+¢25in29)+mglc050. (1.56)

aevs _ @ 2 . 2.
EE dtml sin” 8¢
oL
3 0 (1.57)

Da die Lagrangefunktion des sphérischen Pendels nicht von der generalisierten Koordi-
nate ¢ abhéngt, ist die zeitliche Ableitung von 0L/0¢ identisch 0, was bedeutet, diese
Ableitung 0L/0¢ eine Konstante der Bewegung ist. Es gilt also:

ml%sin® ¢ = C'. (1.58)

Bei vorgegebenen Anfangsbedingungen, also Werten fiir die generalisierten Koordinaten
6, p und den zugehorigen Geschwindigkeiten 6, ¢ zur Startzeit ¢ = 0 kann man die Kon-
stante C' bestimmen. Die Lagrangesche Bewegungsgleichung fiir die generalisierte Koor-
dinate 6 liefert
iB_L = imZQH'
dt op dt
= ml%0
oL
06
= mil*@*sinfcos — mglsinf. (1.59)
Ersetzt man in dieser Gleichung ¢ entsprechend (1.58) so ergibt sich daraus die Differen-
zialgleichung fiir die generalisierte Koordinate

C?cos b
m2l4sin® §
Diese einfache Differenzialleichung zweiter Ordnung kann nun z.B. numerisch gelost wer-
den und man erhélt fiir die vorgegebene Anfangsbedingungen das Ergebnis (). Durch
Benutzen von (1.58) ergibt sich daraus die Geschwindigkeit ¢ (), was uns schliesslich auch
die Funktion ¢(t) liefert. Die genarlisierten Koordinaten sind damit fiir alle Zeiten ¢ be-
stimmt, was natiirlich auch bedeutet, dass der Ortsvektor 7(¢) der Pendelmasse berechnet
werden kann.

126 — + glsinf =0.
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Abbildung 1.2: Gekoppelte Massenpunkte

1.4.2 Gekoppelte Massenpunkte

Als zweites Beispiel betrachten wir zwei gekoppelte Massenpunkte, so wie sie in Abb. 1.2
skizziert sind. Der eine Massenpunkt mit der Masse m4 soll sich nur entlang der a-Achse
bewegen kénnen, wihrend die Bewegung von mo auf die z-Achse beschrinkt ist. Ausser-
dem sind die beiden Massenpunkte iiber eine masselose Stange verbunden, die dafiir sorgt,
dass der Abstand der beiden Massen stets einen festen a behilt. Fiir die Koordinaten der
beiden Massenpunkte gibt es also insgesamt 5 holonome Zwangsbedingungen:

21 0, x =0,
Oa Y2 :Oa

(g — 331)2 + (y2 — y1)2 =a?

Z2

Damit hat das System nur einen einzigen Freiheitsgrad und wir kénnen diesen durch die
Wahl des Winkel ¢ (sieche Abb. 1.2) als generalisierte Koordinate parameterisieren. Mit
dieser Wahl sind namlich die Orstvektoren der Massenpunkte durch

0 asin ¢
= | acosyp und Fy = 0 , (1.60)
0 0

definiert. Daraus ergeben sich die Geschwindigkeiten

) 0 . ap cos ¢
1= | —apsing und Ty = 0 . (1.61)
0 0

Damit konnen wir direkt die kinetische Energies des Systems berechnen zu

2 2

ma gb2 sin? v+ ;

T(p,¢) = * cos” . (1.62)
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Nehmen wir ausserdem an, dass sich die beiden Massenpunkte im Schwerefeld der Erde
bewegen mit einem Potenzial

V = migy1 + magys = migacos ¢, (1.63)

so konnen wir mit (1.62) und (1.63) direkt die Lagrange Funktion L = T'—V als Funktion
von ¢ und ¢ schreiben und die Lagrangesche Bewegungsgleichung aufstellen

d oL d
i 0 = aang (ml sin? ¢ + my cos? <p)
= a’} (m1 sin® ¢ + my cos ga) + 2a*@* sin ¢ cos o (my — my)
oL 2.2 . .
=% = a"p°sinpcosp (my —my) +mygasing.

Fiir den Fall identischer Massen, m; = my vereinfacht sich diese Gleichung auf

. g .
Y ==slngp.
a

1.4.3 Starrer Korper

Als drittes Anwendungsbeispiel betrachten wir die Bewegungsgleichung eines Starren
Korpers, den wir ja schon im ersten Teil, der Vorlesung Physik I, behandelt haben. Es
sei daran erinnert, dass ein starrer Koérper sechs Freiheitsgrade besitzt. Wir kdnnen sei-
ne Bewegung durch sechs generalisierte Koordinaten beschreiben. Zur Definition dieser
generalisierten Koordinaten legen wir einen Punkt des Koérpers, Py fest (dies kann z.B.
der Schwerpunkt des Korpers sein, muss es aber nicht) und benutzen den Ortsvektor ﬁo,
beziehungsweise die kartesichen Koordinaten dieses Punktes (X, Yy, Zp) um die Positi-
on des Korpers zu beschreiben. Dadurch sind also bereits 3 generalisierte Koordinaten
festgelegt.

Die weiteren 3 Koordinaten werden benétigt um die Orientierung des starren Koérpers zu
beschreiben. Dazu legen wir ein korperfestes Koordinatensystem fest, das seinen Koordi-
natenursprung im Punkt Py besitzt und fiir welches die Richtung der kartesischen Achsen
durch 3 weitere Punkte des Korpers festgelegt sind. Zum Vergleich ziehen wir ein raumfe-
stes Koordinatensystem heran, dessen Ursprung ebenfalls im Punkt F; fixiert ist, dessen
Koordinatenachsen aber unabhéingig vom Koérper an raumfesten Orientierungspunkten
festgemacht sind.

Die Orientierung des korperfesten Koordinatenssystems relativ zu dem raumfesten Sy-
stem in Py ist durch 3 Eulerwinkel eindeutig definiert. Diese 3 Eulerwinkel, ¢, und 1,
definieren auch die Orientierung des Kérpers im Raum und sollen als weitere generalisierte
Koordinaten dienen.

Zur Anwendung des Lagrange Formalismus auf die Bewegung eines starren Korpers miissen
wir in jedem Fall die kinetische Energie dieses starren Korpers als Funktion der generali-
sierten Koordinaten und Geschwindigkeiten berechnen. Dazu beginnen wir mit der Defini-
tion der kinetischen Energie als Summe iiber die kinetischen Energien aller Massenpunkt
des Korpers mit Massen m, und Ortsvektoren 7,

I -2
T = ngara
o
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s, . 1 .
Y ma +Ro) 7, +Z§maﬁi (1.64)

Bei dem Ubergang zur zweiten Zeile dieser Gleichung wurde der Ortsvektor jedes Mas-
senpunkte 7, zerlegt in die Vektorsumme aus dem Ortsvektor des Punktes P, RO, und
den Relativvektor p, des Massenpunktes a relativ zum Punkt FP,. Dadurch erhalten wir
in der dritten Zeile die kinetische Energie als Summe von drei Summanden. Der erste
Summand entsprichte der kinetischen Energie des Referenzpunktes Py mit einer Mas-
se M = Y, mg,, die der Gesamtmasse des Korpers entspricht. Der zweite Term ist ein
Mischterm, der sowohl die Geschwindigkeit des Referenzpunkte P, enthélt als auch die
Relativgeschwindigkeiten p,,. Dieser Term verschwindet wenn

e Der Bezugspunkt P, gleich dem Schwerpunkt des Korpers ist. Denn der Vektor
> Mafa, (1.65)

ist der Vektor, der auf den Schwerpunkt des Systems zeigt multipliziert mit der
Masse M im Koordinatensystem mit dem Ursprung Fy. Ist aber P, selbst der
Schwerpunkt, so ist dieser Vektor gleich dem Nullvektor. Dann ist aber die zeit-
liche Ableitung des Vektors (1.65) identisch Null. Da diese Ableitung von (1.65) in
dem Mischterm auftritt, verschwindet dieser. Der Mischterm ist ausserdem Null

e wenn der Punkt P sich nicht bewegt. In diesem Fall ist ja Ry = 0 und es ver-

schwinden sowohl der erste als auch der zweite Summand in der dritten Zeile von
(1.64).

Wir nehmen also im Folgenden an, dass der Punkt P, festgehalten sei, so dass sich die
Bewegung des Korpers auf eine Drehung reduziert, bei der die Drehachse durch den Punkt
Py weist. Erfolgt diese Drehung mit einer Winkelgeschwindigkeit ¢, so berechnet sich

b'a =W X Pa,
und die kinetische Energie ergibt sich als

T = %w (T3). (1.66)

Dabei ist Z der Triagheitstensor des starren Korpers bezogen auf den Referenzpunkt F.
Dieser Triagheitstensor hat die besonders einfache Diagonalgestalt

L 0 0
I=|0 L 0 (1.67)
0 0 Iy

wenn wir ihn in der Basis der Eigenvektoren darstellen. In diesem Fall ist ja

1
T=3 (Lw? + hw? + Isw}) (1.68)
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wobei die w; die Komponenten des Vektors der Winkelgeschwindigkeit ¢ bezogen auf die
Basis der Eigenvektoren von 7 sind. Diese Eigenvektoren bilden ein kartesisches Koordina-
tensystem, das fest mit dem Korper verbunden ist (ein kérperfestes Koordinatensystem),
mit dem Koordinatenursprung P,. Es liegt also nahe, diese korperfeste Koordinatensy-
stem auch als korperfestes Referenzsystem zur Charakterisierung der Orientierung des
Korpers heranzuziehen.

Was also noch zu tun bleibt, ist die kinetische Energie in der Form von (1.68) umzurechnen
auf die oben eingefiihrten generalisierten Koordinaten, ¢, und v, und die zugehorigen
Geschwindigkeiten. Dazu betrachten wir als erstes, wie sich eine Geschwindigkeit des
dritten Eulerwinkels 1, 1 in den Koordinaten des korperfesten Systems, w; darstellt. Der
dritte Eulerwinkel ¢ beschreibt ja gerade eine Drehung um die dritte Achse (z-Achse) des
kérperfesten Koordinatensystems. Es gilt also

. w1 0
G)=| w |=]0|. (1.69)
w3 ’(p

Wie stellt sich nun eine Bewegung mit der Geschindigkeit 0 in der kérperfesten Basis dar?
Eine Bewegung mit der Geschindigkeit 6 entspricht einer Drehung um die z-Achse, des
Koordinatensystems, das sich nach 2 Schritten der Eulertransformation vom raumfesten
in das korperfeste Koordinatensystem ergibt. In diesem System ist der Vektor der Win-
kelgeschwindigkeit also gegeben durch die Komponenten (6, 0,0) Um diesen Vektor in der
korperfesten Basis der w; darzustellen miissen wir die dritte Transformation anwenden

cosy siny 0 9

S(0) = —siny cosy 0 0
0 0 1 0
égosw
= —fsiny | . (1.70)
0

Weiter bendtigen wir noch die Darstellung einer Bewegung mit der Geschwindigkeit ¢ in
der korperfesten Basis der Eigenvektoren des Triagheitstensors. In der raumfesten Basis
oder auch in der Basis nach der ersten Transformation mit dem Euler-Winkel ¢ entspricht
eine Drehung um den Euler Winkel ¢, einer Drehung um die z-Achse. Die Winkelge-
schwindigkeit ¢ wird also in diesem Koordinatensystem durch die Komponenten (0,0, ¢)
dargestellt. Die Transformation auf das kérperfeste Koordinatensystem der Eigenvektoren
liefert

cosy siny 0 1 0 0 0
&J’(d)) = —siny cosy 0 0 cosf sinf 0
0 0 1 0 —sinf cosd é
¢ sin 0 sin 1
= psinfcosty | . (1.71)
écos@

Zusammengenommen ergeben (1.69),(1.70) und (1.71) also eine allgemeine Winkelge-
schwindigkeit in den Variablen 1, # und ¢ dargestellt im Koordinatensystem der Ei-
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Abbildung 1.3: Symmetrischer Kreisel

genvektoren zum Trigheitstensor

w1 q{)sin&simﬁ—i—&lcomﬁ
G=| wy | = ¢sinfcostp —Osiny | . (1.72)
ws ¢pcost +

Mit (1.68) erhalten wir also fiir die kinetische Energie der Rotationsbewegung eines starren
Korpers

T = % ((jﬁsinﬁsindJ—k écosw)Q—i—% (qlﬁsinﬁcosw - H.Sinw)Q—{—% ((/.5(30594—1/'1)2 . (1.73)

Wir wollen den Fall eines rotierenden Kreisels betrachten, bei dem der starre Kérper aus
einem Kegel besteht, der, wie in Abb. 1.3 dargestellt, auf seiner Spitze, die im Koordi-
natenursprung fixiert sein soll, rotiert. Fiir den ruhende Referenzpunkt, Py, wéhlen wir
natiirlich in diesem Fall diese Spitze des Kegels und es gilt deshalb den Trigheitstensor
T bezogen auf diesen Referenzpunkt zu bestimmen.

Fiir einen solch symmetrischen Kreisel, der kreissymmetrisch um die Zentrumsachse ist,
gilt, dass diese Symmetrieachse gleichzeitig eine Haupttrigheitsachse ist. Der zugehorige
Eigenvektor des Trégheitstensors liegt also parallel zu dieser Haupttrigheitsachse. Wir
bezeichnen das entsprechende Haupttrigheitsmoment mit /3. Wegen dieser hohen Sym-
metrie des Kreisels (man spricht auch von einem symmetrischen Kreisel), gilt, dass die
beiden anderen Haupttrigheitsmomente identisch sind

Il :IQ, (174)

und die zugehorigen Eigenvektoren beliebig senkrecht zur Symmetrieachse gewahlt werden
konnen. Wegen (1.74 vereinfacht sich der Ausdruck (1.73) zu

I - . Iy /- - .
T =5 (i’ 0 +07) + 2 (7 cos” 0+ 260} cos 0 + 7). (L.75)
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Bsetrachten wir nun die potenzielle Energie dieses Kreisels, die die Wirkung der Erdan-
ziehung (in Richtung von .¢,) beschreiben soll. Diese Gravitationskraft wirkt als ob die
Kraft auf die Gesamtmasse lokalisiert im Schwerpunkt des Kreisels wirken wiirde. Be-
zeichnen wir also den Abstand des Schwerpunktes des Kegels von der Spitze mit [ und
die Gesamtmasse mit M, so ist das Gravitationspotenzial gegeben durch

V = Mglcos@. (1.76)

Wir sehen also aus den expliziten Ausdriicken fiir die kinetische und die potenzielle Energie
in (1.75) bzw. (1.76), dass die Lagrangefunktion

L:T_V:L(Qsa@ﬂﬁae)

zwar von allen drei generalisierten Geschwindigkeiten abhingt, aber nicht von den gene-
ralisierten Koordinaten ¢ und . Man bezeichnet solche Koordinaten auch als zyklische
Koordinaten (allgemeine Diskussion erfolgt spéter). Wegen der Lagrangeschen Bewe-
gungsgleichungen gilt fiir dies zyklischen Koordinaten

oL _, _d49L
o6 =~ dtod’
oL d oL
-~ _ = 1.
90 0 it 9 (1.77)
Die Ausdriicke
g—g = Ilq.bsin20+13(écos20+¢cosﬁ):c¢,,
Z—g = I3 (¢+(I5COSH):I3LU3:C¢). (1.78)

sind also Konstanten der Bewegung. Aus der zweiten dieser beiden Gleichungen entneh-
men wir, dass die Winkelgeschwindigkeit ws also die Rotationsgeschwindigkeit des Krei-
sels um die Symmetrieachse konstant bleibt. Ausserdem kénnen wir natiirlich diese zweite
Gleichung nach 1 auflésen .
. ¢y — I3¢pcost
¢ = w I I’

3

dieses Ergebnis in die erste der beiden Gleichungen von (1.78) einsetzen und dies auflésen

nach
. Cg — CyCOS 0

— 1.
¢ I, sin? 6 (1.79)

Die Winkelgeschwindigkeit ¢ ist die Geschindigkeit mit der die Figurenachse um die raum-
feste z-Achse prizediert. Auch diese Geschwindigkeit der Prizessionsbewegung bleibt also
konstant, wenn der Winkel zwischen Symmetrieachse des Kreisels und der laborfesten z-
Achse, 6 konstant bleibt. Andert sich allerdings § so muss sich nach (1.79) auch ¢ #ndern.

Die Bewegungsgleichung fiir die Winkelkoordinate 6 ist auch leicht zu aufzustellen, die
Losung dieser Gleichung ist jedoch nicht sehr transparent und deshalb soll hier darauf
verzichtet werden.



