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2.5 Noether Theorem: Symmetrien und Konstanten

Den Zusammenhang zwischen Symmetrien und Konstanten der Bewegung haben wir be-
reits im Abschnitt ?? angesprochen. Hier soll gezeigt werden, dass jeder Symmetrie des
Systems eine Erhaltungsgrofie zugeordnet werden kann. Zu jeder kanonischen Transfor-
mation, bei deren Anwendung sich die Hamilton Funktion nicht dndert, konnen wir eine
dynamische Variable definieren, die bei der Entwicklung des Systems erhalten bleibt, also
eine Konstante der Bewegung ist. Dieser Zusammenhang wurde als Theorem von Emmy
Noether! formuliert. Dieses Noether Theorem wird hiufig im Rahmen des Lagrange For-
malismus formuliert (siehe z.B. Kapitel 15 in T. Fliebach: Mechanik). Hier werden wir
es im Rahmen des Hamilton Formalismus behandeln. Es spielt eine besonders grofie Rolle
in der Feldtheorie.

Zur Formulierung des Noether Theorems definieren wie eine infinitesimale kanonische
Transformation

Di @; = p; + 0p;

— , 2.93

i Bi = qi + dg; (2:93)
als eine kanonische Transformation, bei der die neuen Koordinaten und Impulse sich nur
um infinitesimal kleine Korrekturen, d¢; und 0p; aus den urspriinglichen Koordinaten
und Impulsen ergeben. Damit die Transformation kanonisch ist, muss es eine erzeugende
Funktion geben, mit der diese Transformation beschrieben wird. Wir betrachten dazu eine
erzeugende Funktionen vom Typ F; (siehe (??7)) und machen den Ansatz

Fy(q;, 05) = i ;g + e f(qi, i) - (2.94)

=1

Dabei ist f(g;, ;) eine beliebige Funktion der alten Koordinaten und neuen Impulsen
und der Faktor ¢ soll infinitesimal klein sein, so dass die Beitrige dieses zweiten Terms
ef zur erzeugenden Funktion F' infinitesimal sind. Mit dieser erzeugenden Funktion und
den Regeln (?7?) ergibt sich eine kanonische Transformation

)
b= 0g; -t 65%
oF, af
- = g . 2.95
Bi 9, — +e e (2.95)

Der Vergleich von (2.95) mit (2.93) zeigt, dass wir den Absatz (2.94) geschickt gewéhlt
haben, denn die Anderungen der Koordinaten und Impulse ergeben sich zu

5pz - € aqz I
0g; = ¢ dar (2.96)

!Dieses Theorem ist nach der Mathematikerin und Physikerin Emmy Noether (1882-1935) benannt.
Als Jidin musste Emmy Noether 1933 ihren Lehrstuhl fiir Mathematik an der Uniuversitdt Gottingen
verlassen. Sie fliichtete in die USA und lehrte am Institute for Advanced Study in Princeton und am Bryn
Mawr College
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Die Anderungen sind 6p; und d¢; sind also proportional zu ¢ und damit infinitesimal
klein. Fiir die weitere Behandlung betrachten wir das Argument «; in der Funktion f und
entwickeln die Funktion f um den Punkt a; = p; im Sinne eine Taylor Entwicklung

flai, ) = f(pisai) + w&y +...
i 9P

Diese Taylor Entwicklung kann nach dem zweiten Glied abgebrochen werden, da die dp; in-
finitesimal sind und Terme, die quadratisch in infinitesimalen Gréflen sind, vernachléssigt
werden sollen. Damit ergibt sich also fiir

opi =

af(Qzaaz) _ af(q“pz) _S%Zaf(p,Q)dpj+"'

a% B a(h ] j apj
Auch hier werden wieder die Terme zweiter und hoéherer Ordnung in infinitesimalen
GroBen vernachlissigt und die Korrekturterme (2.96) ergeben sich zu

Sp; = _Eaf(;;';pi) =c{pi, [},
b =< (g, ) 27

Die zweite Gleichung in jeder dieser Zeilen ergibt sich dirket aus der Definition der Poisson
Klammern (??). Die infinitesimalen Abweichungen der neuen Koordinaten und Impulse
von den alten sind also ausschliesslich durch die Funktion f, beziehungsweise durch die
entsprechenden Poisson Klammern von f mit seinen Argumenten definiert. Deshalb heisst
f auch die Erzeugende Funktion der infinitesimalen Transformation.

Wir betrachten nun die Anderung einer dynamischen Variable g, wenn die Argumente
dieser dynamischen Variablen infinitesimal verindert werden

0g == g(a, 5;) — 9(pi, @) - (2.98)

Ist f die erzeugende Funktion dieser infinitesimalen Transtormation der Variablen (p,q —
a, (3), so berechnet sich diese Anderung gemifl

b9=c{f.9}. (2.99)
Zum Beweis dieser Beziehung berechnen wir in einer Taylor Entwicklung

0
9(as, B;) = 9(pi, %) +Zl—5 +895p11

. dg 0g of
B “”*Zb%% %X %ﬂ
= g(pzaQZ)+{fag} . (2'100)

Die durch Punkte angedeuteten Terme in der ersten Reihe werden beim Ubergang zur
zweiten Zeile vernachliissigt, da sie quadratisch in den infinitesimalen Anderungen sind.
Bei dem Ubergang zur zweiten Zeile wurden die Beziehungen (2.97) eingesetzt. Die dritte
Zeile und damit der Beweis von(2.99) ergibt sich aus der Definition der Poisson Klammer.

Nach diesen Voriiberlegungen konnen wir das Noether Theorem formulieren
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Sei f eine dynamische Variable, die nicht explizit von der Zeit abhéngt. Die
Hamiltonfunktion des Systems H ist genau dann invariant unter der infinite-

simalen Transformation, die durch f erzeugt wird (d.h. 0H definiert geméif
(2.99) ist identisch null), wenn f eine Konstante der Bewegung ist.

Nach den geleisteten Vorarbeiten ist der Beweis dieses Theorems sehr einfach: Nach (2.99)
ist H genau dann invariant unter der infinitesimalen Transformation, wenn die Poisson
Klammer {f, H} = 0. Dies ist aber nach (??) gleichbedeutend damit, dass f eine Kon-
stante der Bewegung ist. Ausgedriickt in Symbolen kann der Beweis also auf eine Zeile
reduziert werden
df _ of

S H=0 < {f,H}=0 < dt_at_o' (2.101)
Im weiteren Verlauf dieses Abschnittes sollen verschiedene Beispiele fiir die Anwendung
dieses Theorems besprochen werden. Als erstes Beispiel wollen wir den Fall behandeln,
dass die Hamilton Funktion von einer bestimmten Koordinate ¢; nicht abhéngt. Damit
dndert sich der Wert der Hamilton Funktion nicht, wenn diese Koordinate um einen Wert
¢ modifiziert wird. Die Hamilton Funktion ist also invariant unter der Transformation

pi = aj=p;+0
4G = Bj=qj+¢edi;. (2.102)

Wir koénnen uns nun davon iiberzeugen, dass dieses Transformation durch die Funktion

f=npi (2.103)

erzeugt wird. Dazu verifizieren wir mit (2.97)

— opi
(5pj = —88—; = 0,
opi  _
5%’ = 55}% = 85@' . (2104)

Nach dem Noether Theorem ist also die Tatsache, dass H invariant unter einer Anderung
der Koordinate g; ist, gleichbedeutend damit, dass der zugehérige kanonische Impuls eine
Konstante der Bewegung ist. Natiirlich ist dieses Ergebnis ldngst bekannt etwa durch die

Bewegungsgleichung
0H

N dg;’
aber mit diesem trivialen Beispiel sollten die Begriffe, die bei der Formulierung des Noether
Theorems auftreten, verdeutlicht werden.

Di =

In einem zweiten Beispiel betrachten wir ein System aus vielen Teilchen ohne Zwangs-
bedingungen so dass die kartesichen Koordinaten, x;, y;, 2;, der einzelnen Teilchen 7 als
generalisierte Koordinaten und die zugehérigen Komponenten des Newtonschen Impulses,
Dxi» Pyis Pzi, als kanonische Impulse betrachtet werden kénnen. Wir betrachten dann als
ein Beisiel fiir die Erzeugende Funktion einer infinitesimalen kanonischen Transformation
die Funktion

N
fo= > pai (2105)
=1
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das ist die z-Komponente des Gesamtimpulses des Systems. Nach (2.97) erzeugt diese
Funktion f, die folgende kanonische Transformation fiir die Impulskomponenten

N
opy; = s{pwj,me}
=1

N
= €Z{pac]7pzz}
i=1
= 0. (2.106)

Bei dem Ubergang zur zweiten Zeile wurden die Rechenregeln fiir die Poisson Klammern
benutzt und bei dem Ubergang zur dritten Zeile die Eigenschaften der Fundamentalklam-
mern (?7?). Natiirlich kann man ganz analog auch zeigen, dass die f, aus (2.105) auch
keine Transformation der anderen kartesischen Impulskomponenten p,; und p,; erzeugt.
Andereseits ergibt sich fiir

N
ox; = 5{903',2103”}
i=1
N
= €Z{x17pm}
i=1
N
= 525]'1'
i=1

= ¢, (2.107)

wéahrend die y; und z; durch f, nicht modifiziert werden. Die Funktion f, erzeugt also
eine Transformation, bei der die x Koordinaten aller Teilchen um die gleiche Strecke ¢
verschoben werden, also eine Translation des Gesamtsystems in z-Richtung. Das Noether
Theorem besagt also in dieser Anwendung: Ist die Hamiltonfunktion invariant unter einer
solchen Translation in der z-Richtung, dann impliziert dies, dass die x-Komponente des
Gesamtimpuls f, eine Konstante der Bewegung ist.

Natiirlich gilt dies analog auch fiir die y und z Komponente. Ist also eine Hamiltonfunktion
invariant unter einer Translation in eine beliebige Raumrichtung, so ist der Gesamtimpuls
des Systems eine Erhaltungsgrofie.

Als drittes Beispiel betrachten wir die infinitesimale Transformationen, die durch eine
kartesische Komponente des Gesamtdrehimpulses des Systems also z.B. durch die z Kom-
ponente

f =2 @y = yipai) , (2.108)

erzeugt wird. Dazu berechnen wir die zugehorige Transformation der Koordinaten wie
z.B.

N

537j = € {iﬁj, Z (iUz'pyi - yz'pm')}

i=1
N

= ¢ Zl ({:Ej, -Tipyi} - {xj, yzpm})
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N
= EZ {xjaxi}pyi + {xjapyz'}ﬂﬁz' - {xjapmi}yi - {in, yi}pm’
im1 N—— N—_——r N—_—— N—_——

=0 =0 =4y =0
= —ey;
dy; = ex;j
dz; = 0
0pzj = —EDyj
Opyj = €Dz
op;; = 0. (2.109)

Bezeichnen wir also mit @ den Ortsvektor 7; oder Impulsvektor p; eines Teilchens i, so
werden also all diese Vektoren durch die infinitesimale Transformation iibergefiihrt in

Uy = Gy = Ay — Gy
Ay = Gy = Gy +Eay
a, =a, =da,
(2.110)
beziehungsweise dargestellt in Matrixschreibweise
B 1 — 0 Qg
a = e 1 0 Qy
0 0 1 a,
cose —sine 0 Qg
= liI% sine cose O a, | - (2.111)
T\ o 0 1 a,

Die infinitesimale Transformation, die durch die z-Komponente des Gesamtdrehimpulses
f = 1, in (2.108) erzeugt wird entspricht also einer Drehung aller Vektoren @ um die
z-Achse mit dem infinitesimalen Winkel ¢ (beziehungsweise einer Drehung des Koordi-
natensystems um den Winkel —¢). Andert sich die Hamiltonfunktion bei einer solchen
Transformation nicht, ist ihr Wert also invariant gegeniiber einer Drehung um die z-
Achse, so ist nach dem Noether Theorem, die z-Komponente des Gesamtdrehimpulses
eine Erhaltungsgréfe fiir die Entwicklung des Systems. Man sagt die Hamiltonfunktion
ist rotationsinvariant beziiglich der z-Achse. Entsprechendes lisst sich natiirlich auch
fiir die z- und y-Achse formulieren.

Als letztes Beispiel wollen wir die Hamiltonfunktion als erzeugende Funktion einer infin-
tesimalen Transformation heranziehen. Hingt die Hamiltonfunktion nicht explizit von der
Zeit ab, so ist sie ja eine Konstante der Bewegung (siehe z.B.(?7)). Mit (2.97) ergeben
sich die folgenden Ausdriicke fiir die Transformationen

op; =¢e{pi, H} =ep;
d0¢; =¢e{q, H} =eq;
(2.112)

Dies bedeutet also fiir die kanonischen Impulse und Koordinaten

pi(t) = pi(t) +epi =pi(t +e¢)
() = qi(t) +ed =aqt+e). (2.113)
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Die Koordinaten und Impulse zur Zeit £ werden also transformiert in die Koordinaten und
Impulse zur Zeit ¢t + € also um eine infinitesimale Zeit verschoben. Die Hamiltonfunktion
ist also die erzeugende Funktion fiir eine Verschiebung in der Zeit.

2.5.1 Infinitesimale Drehungen und Drehungen um einen vor-
gegebenen Winkel

Zum Abschluss dieses Abschnittes sollen Zusammenhénge zwischen einer infinitesimalen
Drehung und einer Drehung um einen endlichen, von Null verschhiedenen Winkel erldutert
werden. Dabei wollen wir uns zunéchst auf Drehungen von Vektoren um die z-Achse
beschrénken und schreiben die Matrix fiir die inifinitesimale Drehung in (2.111) in der
Form

0 -1 0
(I+ed,) mit A, =|1 0 0|, (2.114)
0 0 0

und der Eins-Matrix 1. Wir werden uns nun davon iiberzeugen, dass die Rotation um einen
Winkel ¢ in N Teilschritte von Drehungen jeweils um den Winkel ¢ /N unterteilt werden
kann. Lésst man die Zahl der Teilschritte gegen Unendlich wachsen, N — oo, so sind
die einzelnen Drehwinkel infinitesimal und wir kénnen fiir die Matrix der Gesamtdrehung
schreiben

cosp —sing 0 -
R,(p)=| sinp cosg 0 |= A}im (]1 + %Az) . (2.115)
0 0 1 o

Zum Beweis dieser Beziehung berechnen wir zunéichst einmal die Potenzen der Matrix A,
zu

-1 0 0
A2 = 0 -1 0
0 0 0
A3 = A,
100
Al = |0 10
000
A = A, (2.116)

womit sich natiirlich auch die héheren Potenzen ergeben. Berechnet man nun mit der
Binomialformel (die Klammern bezeichnen die Binomialkoeffizienten)

(H+NAZ) - z_%( z) A
. N\ o N\ ¢ 2
B T

so kann man sich die einzelnen Matrixelemente der resultierenden Matrix berechnen. Als
Beispiel soll das Element in der ersten Zeile und Spalte herangezogen werden. Wegen der



2.5. NOETHER THEOREM: SYMMETRIEN UND KONSTANTEN 81

Ergebnisse fiir die Potenzen A® in (2.116) ergeben sich nur Beitriige zu diesem Element
fiir die geraden Potenzen von A, in der Form

N\ ¢ N\ ¢
1_<2>ﬁ+(4>ﬁ_”' (2.118)
N1 NI D(N )N -3) ¢
I TR A 1 N
Im Grenzfall N — oo ergibt sich daraus
1 1
1—§g02+ﬂg04—...:cosg0

also genau das Ergebnis fiir das erste Matrixelement in (2.115). In analoger Weise kann
man (2.115) auch fiir die anderen Matrixelemente verifizieren.

Eine andere Sichtweise ergibt sich aus der folgenden Uberlegung. Bezeichnen wir mit ap)
den Vektor, der durch Drehung um den Winkel ¢ aus den Vektor @ = @(0) enstanden ist,
also mit der Bezeichnung aus (2.115)

a(p) = R,(¢)d(0) .

Dann ergibt sich d@(¢ + dy), der durch eine zusétzliche Drehung um den infinitesimalen
Winkel dy entsteht durch
i(p + dp) = (1 + dpA.) d(p)
Dies kann man auch als Differenzialgleichung schreiben
d—}
& Aa
dip

mit der Losung

(o) = e?*d(0).
Natiirlich miissen wir noch erkliren, wie die Matrix A, als Exponent der Zahl e zu ver-
stehen ist. Die Definition ist so zu verstehen, dass wir die Exponentialfunktion in Reihe
entwickeln. Mit den Ergebnissen aus (2.116) ergibt sich dann

o] 7

P i
€<PAZ = Z jAz = RZ(QO) .

1=0

Zum guten Schluss seien jetzt Drehungen um z, ¥ und z-Achse um infinitesimale Winkel
dS;, df2, und dS2, betrachtet. Zunéchst {iberzeugen wir uns davon, dass bei infinitesimalen
Winkeln die Reihenfolge der Drehungen um die verschiedenen Achsen irrelevant ist. So
gilt z.B.

R,(dQ,)Ro(d%) = (1 +dQ,A,) (1 +dQ,A,)
= 1+dULA, +dUA, + dQ,A,d0 A,
=0
= (1 +dQQA,) (1 + dQ,A,)
= R,(dQ,)R,(dD,). (2.119)
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Der Grund fiir diese Identitéit liegt darin, dass das Glied quadratisch in infinitesimalen
Winkeln df2,d2, in der zweiten Zeile unterdriickt werden kann. Damit ergibt sich also
eine allgemeine Rotation um die infinitesimalen Winkel df2,, d©2, und df2,

R(dQ) = (1 +dQA, + dQA, + dQ2,A,)
1 —dQ, dQ,
= | d0, 1 —do, |. (2.120)
—dQ, d9, 1

Damit ergibt sich fiir einen entsprechend gedrehten Vektor

@ = R(dQ)a
0 —dQ, d,
= G+ | d2, 0 —dQ, |a
—dQ, dQ% 0

= d+ddxa. (2.121)

Der Ubergang zur letzten Zeile kann leicht dadurch verifiziert werden, dass man einer-
seits das Produkt der Matrix in der zweiten Zeile mit @ berechnet und andererseits das
Vektorprodukt aus d@, mit den kartesischen Komponeneten df2,, df2, und df2, und dem
Vektor @ bestimmt. Betrachten wir nun den Vektor @ einerseits in einem mitrotierenden
(korperfesten) Koordinatensystem und andererseits in einem Koordinatensystem, in dem
dieser Vektor @ nach einer Zeit dt in den Vektor a gedreht ist, so ergibt sich fiir zeitliche
Anderungen in diesem Laborsystem

da _ (da da dgt
ga _ (aa e L (2.122)
dt dt J Lab dt Jks dt
die Beziehung zwischen Zeitableitungen von Vektorfunktionen im Laborsystem und in
einem korperfesten Koordinatensystem, das mit der Winkelgeschwindigkeit

—

L dQ)
W= —

dt
mitrotiert (Vergleiche Vorlesung Physik I).



