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1.7 FErhaltungssitze und Symmetrien I

Die Ziffer I in der Uberschrift zu diesem Abschnitt weist darauf hin, dass wir den Zusam-
menhang zwischen Symmetrien des Systems und Erhaltungsgréfien der Bewegung nicht
nur in diesem Abschnitt behandeln wollen, sondern auf dieses wichtige Thema auch im
weiteren Verlauf der Vorlesung noch zuriickkommen werden.

Fiir eine erste Beschreibung definieren wir einen generalisierten Impuls eines Systems

als die partielle Ableitung der Lagrange Funktion L nach einer generalisierten Geschwin-
0L

p; = 94,

Diese Grofle p; bezeichnet man auch h#ufig als kanonischen Impuls oder als zur gene-

ralisierten Koordinate ¢; konjugierten Impuls. Zur Charakterisierung dieses Begriffes
generalisierter Impuls zundchst einige Anmerkungen:

(1.109)

e Im Fall eines freien Teilchens der Masse m in einem konservativen Kraftfeld beschrie-
ben durch ein Potenzial V' kdnnen wir die kartesischen Koordinaten des Teilchens
als generalisierte Koordinaten annehmen und die Lagrange Funktion schreiben in
der Form

L= %(3&24—924-2'2) —V(z,y,2).

Damit ergibt sich fiir den generalisierten Impuls, den wir auch als zur generalisierten
Korrdinate = konjugierten Impuls bezeichen kénnen
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Dieser Impuls p, ergibt sich also wie die gewohnliche Imulskomponente p, des New-
tonschen Impulses als das Produkt der Masse mit der Geschwindigkeit des Teilchens.

e Die generalisierten Impulse entsprechen aber natiirlich nicht immer der Definiti-
on des konventionellen Newtonschen Impulses, sie haben héufig sogar eine andere
Dimension. Als Beispiel betrachten wir hier die Bewegung eines Massenpunktes in
einem konservativen Kraftfeld, dessen Bewegungsfreiheit durch Zwangsbedingungen
auf den Mantel eines Zylinders mit dem Radius R und der zentralen Achse entlang
der z-Achse eingeschrinkt ist. In diesem Fall bieten sich natiirlich die Zylinderko-
ordinaten ¢ und z als generalisierte Koordinaten an. Die Lagrangefunktion ergibt
sich dann als

L= % (B2 +2%) = V(p,2) . (1.110)

Der zum Winkel ¢ zugehorige kanonische Impuls ist dann
Py = — = mR%). (1.111)

Dies ist gerade die z-Komponente des Drehimpulses des Teilchens bezogen auf den
Koordinatenursprung.
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e Ganz andere Definitionen fiir den generalisierten Impuls ergeben sich, wenn man ge-
schwindigkeitsabhéngige Kréfte und entsprechende Potenziale betrachtet. Als Bei-
spiel sei die Lagrange Funktion eines geladenen Teilchens in einem elektromagneti-
schen Feld herangezogen (siehe Abschnitt ??, (??)). In diesem Fall ist die Lagran-
gefunktion gegeben durch

m 'Z. ACE('Z.,yaZ)
L= 5 (;'UQ + 9 + 22) —e®(z,y,2)+e| ¥ || Ay(z,y,2) |. (1.112)
'é Az(xaya Z)

Der generalisierte Impuls p, ergibt sich also in diesem Fall als

pr = mi + eAy(z,y,2) . (1.113)

Ausserdem soll hier der Begriff zyklische Koordinate oder auch ignorable Koordi-
nate eingefiihrt werden. Ist ein System durch die generalisierten Koordinaten ¢; ... g,
definiert, so sagt man, dass die generalisierte Koordinate g; zyklische ist genau dann,
wenn die Lagrange Funktion nicht von dieser Koordinate abhéngt. Es gilt also:

oL

g; ist zyklisch — 7
aq]'

0. (1.114)

Damit kénnen wir sofort den folgenden Satz beweisen:

Satz: Der zu einer zyklischen Koordinate ¢; zugehorige generalisierte Impuls p; ist eine
Konstante der Bewegung.

Mit den Lagrangeschen Bewegungsgleichungen gilt ja

doL d oL

dtdg; — dt'? T dq;  ~~
4 U siehe (1.114)

0.

Ist also etwa im oben diskutierten Beispiel (1.110) des Teilchens auf dem Zylindermantel
das Potenzial unabhéngig von der Richtung die durch den Winkel ¢ definiert ist, so ist
diese generalisierte Koordinate zyklisch. Es gilt also in diesem Fall, dass der zugehdrige
Impuls p,, der ja nach (1.111) die z-Komponente des Drehimpulses ist, eine Konstante
der Bewegung ist. Ist also das Problem symmetrisch in Bezug auf eine Drehung um die
z-Achse, so ist der zugehorige Bahndrehimpuls des Teilchens, [,, eine Konstante der Be-
wegung. Dies gilt auch, wie man leicht sieht, wenn die Beschréinkung der Bewegung auf
die Oberfliche des Zylinders entfillt.

Eine andere Symmetrie liegt vor, wenn das System unabhingig ist gegeniiber einer Ver-
schiebung der Zeit, man sagt auch invariant gegeniiber einer Translation der Zeit. Dies
bedeutet, dass die Lagrangefunktion nicht explizit von der Zeit abhingt und auch die
Zwangsbedingungen nicht zeitabhéngig sind. Ist in diesem Fall das Potentzial V' un-
abhéngig von den Geschwindigkeiten der Teilchen, so ist die Gesamtenergie E, definiert
als die Summe von kinetischer Energie der Teilchen und dem Wert des Potenzials V'

E =T +V = konst. (1.115)
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eine Konstante der Bewegung. In diesem Fall iibernimmt also die Energie die Rolle der
zur Koordinate Zeit ¢ konjugierten Impulsvariable, eine Interpretation auf die wir noch
zuriickkommen werden.

Zum Beweis dieser Behauptung betrachten wir die totale Ableitung der Lagrangefunktion
L nach der Zeit:

d . OL dq; 0L dg; oL

—L(Q'Q',t) — <__J+__9> -~

dt Y ZJ: dq; dt ~ Og; dt 9t

=onach Voraus.
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Bei dem Ubergang zur zweiten Zeile wurden die Lagrange Bewegungsgleichungen benutzt.
Man kann also das Ergebnis dieser Rechnung zusammenfassen zu

d .
7 (ijq]' - L) =0,
j

> pj4; — L = konstant, (1.116)

j
eine Konstante der Bewegung ist. Zur Berechnung dieser Konstanten wollen wir zunéchst
die kinetische Energie als Funktion der ¢; und ¢; darstellen. Da die Zwangsbedingungen
nach Voraussetzung nicht zeitabhiingig sein sollen, ist auch die Darstellung der Orts-
vektoren der einzelnen Massenpunkte als Funktion der generalisierten Koordinaten nicht
explizit abhéngig von der Zeit. Fiir die Geschwindigkeiten des Massenpunkte ¢ ergibt sich
dann

was ja bedeutet, dass

G (1.117)

Dies fiihrt zu einer kinetischen Energie der Form
2
m; or; . g
TZZgz 28—ij => ; GG » (1.118)
i 7 94 ik
also eine quadratische Form in den Geschwindigkeiten ¢; mit Koeffizienten

or; Or;
= ; 1.11
- Y mig o = o, (1.119)

die von den generalisierten Koordlnaten g; abhingen konnen, nicht aber von den zugehéri-
gen Geschwindigkeiten ¢;. Damit berechnet sich

oT . .
a. a]jQ] + Z (—Qk + —Qk)
an £k 2 2

k
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Fiir den Fall, dass das Potenzial nicht von den Geschwindigkeiten abhéingt gilt dann fiir
die generalisierten Impulse

oL 0T .
Pi=F7—=7—= ik ,
J aqj aqj zk: kj4k
und
> pidi =Y aujdd; = 2T, (1.121)
J gk

wie ein Vergleich mit (1.118) zeigt. Damit ist aber die Erhaltungsgrofie aus (1.116)

J

mit der Energie identifiziert. Die Energie ist also unter den gegebenen Voraussetzungen
eine Konstante der Bewegung.



